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摘  要 

I 

摘  要 

光滑粒子流体动力学（Smoothed Particle Hydrodynamics, 缩写为 SPH）是实

现流体仿真的主要技术之一。相比其它的流体仿真方法，SPH 法具有许多优点，

包括：仿真过程严格地保证质量守恒、易于划分材料边界、易于实现不同材料之

间的耦合等。但是 SPH 法存在着数值计算不稳定问题，限制了其对粘性不可压

缩流体的仿真应用。具体地，有以下几方面的不足：(1)由于粘性求解与不可压缩

性求解之间存在冲突，SPH 法在模拟大粘性流体时稳定性较差；(2)当流体处于

拉伸状态时，SPH 法会使粒子产生积块，导致其模拟的流体溅射、细丝、薄层等

小尺度运动细节稳定性很差；(3)由于流体的物理场与微分都在同一组粒子进行

相关计算，会引入零能问题（Zero Energy Mode），加剧了 SPH 法数值计算的不

稳定；(4)SPH 法的相关计算精确性很容易受到粒子分布不均匀情况的影响。本

论文针对 SPH 法数值计算稳定性方面的不足开展了研究，取得了如下的进展： 

（1）针对 SPH 法中流体粘性计算与不可压缩性计算之间的冲突问题，本文

将 SIMPLE（Semi-Implicit Method For Pressure Linked Equation）迭代算法引入到

了 SPH 法中，并改进以抑制不可压缩性计算与粘性计算之间的干扰。测试表明

改进后的方法能够稳定地收敛，而且只需要若干次迭代即可生成视觉真实感很高

的大粘性流体仿真结果，并能够产生更锐利、更丰富的表面细节，更稳定地保持

流体的形态。 

（2）对于 SPH 流体的拉伸不稳定的问题，本文在 SPH 法中引入对偶粒子，

将标准的 SPH 粒子划分为带有速度属性的实粒子和作为压强采样点的虚粒子，

并首次基于对偶粒子构建了流体的不可压缩性投影求解算法。由于引入的虚粒子

可缩小 SPH 法压强梯度计算的拉伸不稳定区域，并抑制粒子扰动对于流体压强

的影响，同时可避免零能问题的产生，因此该方法增强了 SPH 流体的拉伸稳定

性，改善了流体小尺度细节仿真的质量。在此，本文研究发现均匀分布的虚粒子

对于流体稳定性改善至关重要，因此提出了基于 GPU 的空间自适应虚粒子快速

生成方法，以高效高质量地实现稳定的流体仿真。 

（3）本文提出的对偶粒子仿真框架包含的虚粒子，不仅可作为拉格朗日视

角的粒子，也可作为欧拉视角的空间网格。因此本文提出的对偶粒子框架能够兼

容标准 SPH 法、对偶粒子法、粒子网格混合法等各种粒子仿真方法。由此，本

文构建了一个通用的流体仿真引擎。在使用该引擎进行的对比研究中发现，粒子

网格混合法中粒子分布非常不均匀。因此，本文提出了使用 SPH 粒子位置修正

技术以均匀地分布粒子网格混合法中的粒子，改善了此类方法的仿真稳定性。 

  

关键词：计算机图形学，物理仿真，光滑粒子流体动力学，粘性不可压缩流
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Abstract 

Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) is one of the main techniques to 

simulate fluids. Compared with other fluid simulation methods, the SPH method has 

many advantages: easy to guarantee the mass conservations, easy to capture the 

boundary, and easy to simulate the coupling of different materials, etc. Therefore, the 

method has important applications in visual-reality, computer games, animation, 

special-effect in film and so on. However, despite years of development, the SPH 

method still suffers from serious numerical instability, which limits its use in 

application: (1)The interference between pressure and viscosity solvers leads to the 

poor stability of the SPH method in simulating high viscous fluids; (2)The SPH 

method suffers from the tensile instability problem, in which the particles will tend 

to clump in pairs under tensions and result in a bad visual-quality of small-scaled 

features, including droplets, streamlines and sheets; (3)The physical fields and their 

differentiation of fluids are all defined on the same particles, which will introduce 

the zero-Energy mode and exacerbate the tensile instability further; (4) The accuracy 

of the SPH method is easily affected by the non-uniform distribution of particles, 

which leads to the poor stability of fluid simulations. In this thesis, relevant targeted 

research has been carried out to address the numerical instability of the SPH fluid, 

and the following progress has been achieved. 

For the interference between the viscosity and incompressibility of the SPH 

fluids, we introduce the SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked 

Equation) iterative algorithm to the particle methods, which can effectively suppress 

the interferences. Tests show that our method converges stably and only requires a 

few iterations to generate high visual quality results for large viscous fluids. Our 

method is able to model remarkable viscous behaviors with a good property of 

preserving sharp surface details.  

For the stability issue of SPH fluid simulation, we propose a dual particle 

framework in the SPH method, which divides the standard SPH particles into real 

particles that carry velocity, and virtual particles that store the pressure property. 

Based on the dual particle framework, we devise the projection algorithm to enforce 

incompressibility. Since the introduced virtual particles can narrow down the 

unstable region for particles under a tensile stress state, avoid the zero-energy mode, 

and suppress the effect of particle perturbation on fluid pressures. Our method can 

weaken the tensile instability of the SPH fluid, and improve the visual quality of the 

small-scaled features of fluids. Besides, it is found that uniform virtual particles are 

essential for fluid stability improvement, so a GPU-based spatially adaptive virtual 

particle generation method is proposed to efficiently obtain well-distributed virtual 

particles.  
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Since our dual particle framework contains virtual particles that can be used as 

Lagrangian particles or Eulerian grids in different simulation strategies. Therefore, 

our dual-particle framework is compatible with various particle simulation methods, 

such as the original SPH method, the dual particle method and the hybrid particle-

grid method. As a result, a general fluid simulation engine is constructed in this paper. 

In a comparative study using this engine, it is found that the particle distribution is 

very uneven in the hybrid particle-grid method. Therefore, we propose to use the SPH 

particle shifting technique to uniformly distribute the particles in the hybrid particle-

grid method to improve its simulation stability. 

  

Key Words: Computer Graphics, Physical Simulation, SPH, Viscous Incompressible 

Fluid, Tensile Instability 
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第 1章   绪论 

1.1  研究意义 

流体在现实世界中很常见，比如：跌宕奔腾、气势磅礴的瀑布，盛开花朵般

四溅的水花，缓缓滴落的蜂蜜，如艺术品般美丽的奶油花等。如何在计算机上快

速逼真地模拟流体的运动，是计算机图形学领域的重点研究内容之一。流体仿真

技术是游戏引擎、影视特效制作行业的核心技术之一[1-6]，而且在虚拟现实、医

疗[7]、专业人员培训[8]、科学可视化[9]、数字孪生等应用场景中都有重要应用。

近些年，随着“元宇宙”概念的快速兴起，流体仿真技术也再次成为了研究的热

点[10-12]。经过了几十年的发展，目前已有多种流体仿真方法被提出，比如欧拉网

格法[13-15]、拉格朗日粒子法[16-19]、粒子网格混合法[20-22]等。其中，光滑粒子流

体动力学法（Smoothed Particle Hydrodynamics，缩写 SPH）是最常被使用的拉格

朗日粒子法。相比于其它方法，SPH 法具有如下的优势，因此备受关注： 

⚫ 相比于欧拉网格法，SPH 法易于准确划分材料的边界。这不仅可以生动

模拟流体复杂多变的运动细节，也使得 SPH 法非常适于模拟不同材料

之间的耦合[10, 23, 24]。 

⚫ 相比于欧拉网格法与粒子网格混合法，SPH 法的理论推演与编程实现较

为简单直观，因此便于推广和使用，也易于与其它方法结合作为改善其

它模拟方法的技术手段[16, 25-33]。 

⚫ SPH 法作为无网格拉格朗日方法，能够有效地保证材料的质量守恒特性， 

理论上不会发生类似于欧拉网格法中的质量丢失问题[34]，而且 SPH 法

对流计算过程也不会引入类似于欧拉网格法与粒子网格混合法中的数

值粘性[35]。 

⚫ 相比于其它方法，SPH 法的适用性很广。它不仅可以模拟流体，也能够

模拟弹塑性固体、沙子、雪、海绵、磁流体等材料，以及模拟不同材料

之间的耦合、热传导、相变、溶解扩散、腐蚀等过程[36-45]，因此使用 SPH 

法易于构建多材料、多过程的统一物理仿真引擎。 

尽管 SPH 流体仿真方法有上述优点，但它也存在着数值计算不稳定问题，

妨碍了其应用推广。这些问题包括如下几个方面： 

⚫ SPH 法的拉伸不稳定问题。在 SPH 法中，随着粒子间距的减小，粒子

间的吸附力会错误地增大，这一问题会导致处于拉伸状态下的流体发生

粒子结块的问题，使 SPH 法难以逼真地模拟流体薄层、拉丝、溅射等小

尺度的运动细节[46]。 
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⚫ SPH 法的零能问题（Zero-Energy Mode）。由于 SPH 法中流体的物理场

及其微分场均被定义在了同一组粒子上，这会导致 SPH 法的微分计算不

准确，进一步恶化 SPH 的拉伸不稳定问题[47]。 

⚫ SPH 法对于粒子的分布较为敏感。SPH 法需要使用粒子来代表流体，但

流体运动的情况复杂难以预料，相应地粒子分布也不可避免地会出现不

均匀、不充足的情况，这会影响 SPH 法的插值精确性，降低流体模拟的

稳定性[48]。 

⚫ SPH 流体的粘性与不可压缩性求解步骤之间的干扰问题。现阶段面向计

算机图形学应用的 SPH 法普遍采用算子分裂法来构建流体的仿真框架，

因此流体的粘性求解和不可压缩性求解需要分为两个独立的步骤进行，

这会引起两求解过程的相互干扰，严重影响大粘性不可压缩流体的仿真

质量[49]。 

为改善 SPH 流体仿真的稳定性，拓展 SPH 法的应用潜力，推动物理仿真技

术的发展，本文着重探讨了 SPH 法数值稳定性的改进，并主要从以下两方面展

开研究：一方面侧重于抑制大粘性流体中粘性、不可压缩性求解过程间的冲突，

增强大粘性流体的仿真稳定性；另一方面侧重于研究抑制 SPH 法拉伸不稳定问

题的方法，以改善 SPH 流体仿真的视觉真实感。 

1.2  研究现状 

流体具有两种重要的性质，即：不可压缩性与粘性。由于离散化方案的不同，

不同技术方法对于这两种性质的计算过程与实现效果均有较大的差别。接下来本

节将对近些年面向计算机图形学应用的流体快速仿真方法，以及 SPH 流体的不

可压缩性、粘性、数值稳定性方面的研究成果和发展趋势进行简要的讨论。 

1.2.1  流体的快速仿真方法 

 

图 1-1 流体的仿真方法。 

Figure 1-1 Fluid simulation methods. 

现阶段，面向计算机图形学领域应用的流体快速仿真方法可划分为三大类

（图 1-1），分别是：计算流体物质微团物理量变化的拉格朗日法（Lagrangian 

Method）[16-19]、计算流体所占据空间中各固定点物理量变化的欧拉法（Eulerian 
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Method）[13-15]、将拉格朗日法与欧拉法结合的粒子-网混合格法（Hybrid Particle-

grid Method）[20-22]。 

计算机图形学领域用于模拟流体运动的各类拉格朗日法中，最常被使用的方

法即是 SPH 法。SPH 法是一种完全不依赖网格（Meshless）的仿真方法[34]。在

该方法中，流体被视为可自由运动、携带有物理量的离散粒子系统，使用该粒子

系统可实现流体物理场的离散化，并可完成与流体运动相关微分方程的求解。该

方法最早由 Lucy、Gingold 与 Monagan 等人提出，用于模拟星际物质的运动等

天文现象[50, 51]，后逐渐被拓展到计算流体力学领域中用于解决复杂的工程问题

[52-56]。1996 年，Desbrun 将其引入到了计算机图形学领域[57]，用于生成游戏、

影视动画、虚拟现实中的流体特效[1, 56-66]。自此，SPH 法成为了计算机图形学领

域的研究热点之一[67-69]。 

欧拉法是使用空间网格实现流体物理场离散化的一类方法[70-72]。与 SPH 法

不同，此类方法中不存在可运动的节点，只有固定的空间网格（Grid），各物理量

以及流体对流运动等相关计算都在固定的空间网格上进行。目前，欧拉粘性不可

压缩性流体的研究已有较多成果，其中代表性的成果如下： Batty 等人基于粘性

流体的能量耗散函数模型，推导出隐式粘性计算公式[73]，实现了大粘性流体材料

的稳定仿真。为消除欧拉网格流体中不可压缩性与粘性的相互干扰问题，

Larionov 等人建立了流体的粘性与不可压缩性的统一求解器[49]。由于该方法不

需要使用算子分裂法，可避免粘性与不可压缩性间的冲突，因此可以显著改善大

粘性流体仿真的稳定性。为进一步改善这种粘性不可压缩流体统一求解方法的计

算效率，Goldade 等人设计了基于八叉树空间网格的隐式粘性计算方案[15]，降低

了粘性不可压缩流体模拟过程的内存消耗。受到 Larionov 等人研究[49]的启发，

Takahashi 等人采用了类似的方法建立了求解固体运动、流体不可压缩性与粘性

的统一求解器[74]，改善了粘性流体与固体耦合场景的稳定性。相比 SPH 法，欧

拉网格法的计算精确性更高，但该类方法也同时存在着难以保证质量守恒、流体

边界划分不准确、对流计算易引入数值耗散等问题[75]。 

为抑制欧拉法中存在的问题，有研究者提出了在欧拉法中引入拉格朗日粒子

的方法，这一方法即是粒子网格混合法[5, 76-81]。该方法使用固定空间网格来求解

运动相关的微分方程，并使用粒子来计算流体的对流运动[82]。由于需要在粒子与

网格之间进行直接的插值，标准的粒子网格混合法——PIC（Particle In Cell）法

[83-85]存在着严重的数值耗散，因此 Brackbill 等人提出了 FLIP（Fluid Implicit 

Particle）法[86]，通过在粒子上保留一部分高频速度，来降低插值过程的数值粘性。

但 FLIP 法会在粒子的运动中引入较为严重的噪声，因此 Jiang 等人提出在粒子

与网格间插值仿射速度场，以保留流体的旋转和剪切运动，进而减弱数值耗散，
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这一方法被称为 APIC 法（Affine PIC）[84]。在 APIC 法工作之上，Fu 等人提出

了 Poly-PIC 法[25]，降低了插值过程中流体能量与涡量的耗散。Hu 等人结合伽辽

金法与移动最小二乘法，设计了具有高阶精确性的广义插值计算方法，新的方法

被称为 MLS-MPM 法（Moving Least Square MPM）[20]。Fei 等人提出了新的插值

策略[35]，即：当检测粒子之间有相互远离的趋势时，就减少该组粒子与网格间的

插值量。这一策略可显著降低粒子网格混合法的数值粘性。近些年粒子网格混合

法发展得很快。然而，这类方法依然存在着粒子分布杂乱、数值耗散大[35]、难以

保证质量守恒[25]等问题，有待于进一步完善。 

1.2.2  SPH 法不可压缩性求解 

不可压缩性是指流体密度保持恒定的特性，该性质会强烈地影响流体的运动

[87]。因此，实现流体不可压缩性准确、稳定、快速地求解是实现 SPH 流体高质

量仿真的前提[1, 88, 89]。标准的 SPH 不可压缩求解方法包含有两大类，即：基于

状态方程的方法（Equation of state-based methods）[90]和投影法(Projection-based 

methods)[91]。其中，基于状态方程的方法根据流体局部的密度或速度散度误差来

计算获取压强[92]。而投影法则需要使用压强泊松方程来求解压强[93]。除上述两

种标准方法外，也有 SPH 法与其它方法结合的衍生方法，如 PBF（Position based 

fluid）法[16]等。本小节将对这些方法的研究进展进行简要的讨论。 

1）基于状态方程的不可压缩性实现方法。早期的 SPH 法通过计算线性状态

方程来获得压强，这类压强求解器允许流体发生轻微的压缩，并根据流体压缩的

程度来计算压强，进而对流体施加不可压缩性[94]。为进一步提高计算精确性，

Markus 等人将非线性形式的压强状态方程引入到计算机图形学领域中[95]，但由

于该方法是基于显式微分方程的求解方法，因此稳定性很差，导致该方法对于时

间步长的取值有严格的限制。为此，Solenthaler 等人提出了一种更稳定的流体压

强计算方法——PCISPH（Predictive-Corrective Incompressible SPH）法[92]。该方

法通过“预测-修正”方式迭代消除密度误差，最终可稳定地保证流体的不可压缩

性。为进一步提高 PCISPH 法这一计算策略的计算效率，He 等研究者由压强泊

松方程得到了积分化的局部压强求解状态方程，该方法可以提高“预测-修正”迭

代策略的收敛速度[96]。为了进一步增强算法的稳定性，Bender 等人在恒定密度

约束之外，又对流体施加速度无散度约束，新的方法被称为 DFSPH 法

（Divergence-Free SPH）[97]。相比之前的方法，DFSPH 法能够获得更均匀的粒

子分布，更快的收敛速度，并可以使用更大的时间步长用于仿真。 

2）投影法。与基于状态方程的方法不同，投影法是通过求解压强泊松方程

来实现流体不可压缩性的方法。相比于基于状态方程的方法，投影法能够获得更

为精确的计算结果[93]。投影法的求解策略最早由 Chorin 提出[98]，Cummins 与
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Rudman 在 1999 年将这种方法引入到了 SPH 法中并被广泛使用[99]；此后，

Raveendran 等人提出将 PCISPH 法与这种投影法结合，用以提高 PCISPH 法的收

敛速度[100]。为进一步提高投影法的收敛速度与稳定性，Markus 等人则提出了一

种新的离散压强泊松方程的方法[101]，并将其称为 IISPH 法（Implicit ISPH），该

方法无需设置表面边界条件也可快速地求解。为了更准确地实现流体与固体之间

的耦合，并改善流体模拟算法的稳定性，He 等人在投影法中引入了隐式的“错

列粒子”[102]。除微分项的离散化方案外，流体的自由表面边界条件施加方式也

会对投影法的计算稳定性和收敛速度有明显的影响[91, 103]，因此 Yang 等人借鉴

了 Nair 等人的半解析式表面条件[104-106]，并将其引入到了计算机图形学领域的

研究中。这种不需要布设气态粒子的方法不仅简单易于实现，而且可以显著提高

投影法求解器的收敛速度。 

3）SPH 法的其它衍生方法。除去改进标准的 SPH 方法的研究之外，也有研

究者引入其它领域的技术来改进 SPH 流体模拟方法。为了简化流体模拟的计算

过程，Macklin 等人将 SPH 与用于仿真固体的 PBD（Position based dynamics）法

[107]结合，得到了 PBF（Position based fluid）法[16]。PBF 法不需要求解压强场，

可直接根据密度误差修正粒子位置。相比于标准 SPH 法，PBF 法虽然不是严格

基于物理的方法，但计算速度快、计算过程稳定、实时性好，因此在 Realflow 等

商业软件被广泛的应用[1]。在此之后，Kang 等人进一步改进了 PBF 法[30]，使得

此类方法在保证密度恒定条件的同时，也能够满足速度场的无散度条件，改善了

原 PBF 法的粒子分布。Weiler 等人提出将 SPH 法与 Projective Dynamics 法[108]融

合用于仿真无粘性流体，得到了 Projective Fluid 法[109]。与标准的 SPH 法相比较，

Projective Fluid 法有更好的稳定性。为提高仿真的精确性，Sin 等人将 Voronoi 图

引入到 SPH 投影法中[110]，这种方法将流体粒子作为节点来建立 Voronoi 图，并

在 Voronoi 图上离散物理场的微分算子，显著改善了投影法的计算精度与稳定性。

Goes 等人在 Sin 等人的研究基础上，使用更广义的 Power 图来离散化压强泊松

方程的微分项，提高了此类仿真方法的精确性[111]。为提高计算的效率，Zhai 等

人则提出了自适应采样以及 GPU 加速的策略优化了基于 Power 图的流体仿真方

法[18]。赵建旺等人提出了将 SPH 粒子作为原 FLIP 法背景网格的策略[112]，以在

大规模流体仿真场景中，生成更多流体的运动细节。 

1.2.3  SPH 法粘性求解 

粘性是流体普遍具有的特性，当流体出现形变的趋势时（形变速率），流体

内部就会出现剪切应力来抵抗流体的形变。由于该特性强烈地影响着流体的行为，

因此粘性的求解方法是 SPH 法的研究重点之一。 

1）SPH 法中的粘性求解方法研究。SPH 法中有较多种类的粘性求解方法，
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其中，XSPH 法是一种被广泛使用的人工粘性求解方法。该方法最早由 Monaghan

提出[113]，它通过对粒子速度场进行局域加权平均计算，使流体获得了类似于粘

性的运动特征。该方案得到的“粘性”虽然与真实流体的粘性相差较大，也无法

模拟大粘性流体，但它在模拟低粘性流体时，可以平滑掉流体粒子的高频速度，

改善流体运动的稳定性，因此被广泛使用[16, 114]。后有研究者基于流体粘性的动

力学方程，使用 SPH 粒子离散方程中的高阶微分项，建立了粘性的显式方程计

算方法[95, 115-118]。此类粘性求解器虽然有较高的仿真精度，能够模拟粘性流体的

诸多运动特征，但此类方法的稳定性很差，当时间步长和粘性系数同时取较大值

时仿真会发生崩溃。为了解决此问题，有研究者提出了使用隐式粘性约束方程替

代原显式方程的方案[119]。这种基于隐式粘性方程的方法稳定性更好，不仅能够

准确模拟粘性流体卷绳效应与压曲效应[120, 121]，而且在时间步长与粘性系数同

时取较大值时，该方法依然能够稳定地实现仿真。为了改善粘性流体角动量守恒

特性，Bender 等人提出了通过消除特定比例的速度梯度来获得流体粘性的方法

[90]。由于该方法计算过程中角动量损失较小，因此可以较好地模拟粘性流体卷绳

效应与压曲效应。然而该方法不存在具有物理意义的粘性系数，这会在使用中造

成不便。目前计算机图形学领域中最先进的隐式粘性算法是 Weiler 等人提出的，

该方法简化并改进了流体动量方程中粘性项的离散化方案[122]，使得 SPH 的粘性

计算不仅易于实现，而且能够得到更真实、更精确的仿真结果。 

2）粘性求解与不可压缩求解之间的耦合。在大多数不可压缩性流体的仿真

方法中，粘性求解器与不可压缩求解器间普遍使用算子分裂法实现耦合[73, 96, 116, 

119]。然而，当仿真的时间步长和流体的粘性系数取较大值时，两种求解器之间则

会产生较严重的冲突，影响了仿真的稳定性。针对此问题，Peer 等人提出通过重

建流体速度场方法来实现流体不可压缩性与粘性的同时求解，可有效避免两者间

的冲突[119, 123]。但由于标准的 SPH 法很难使用速度微分量精确重建速度场[11, 124]，

导致此类粘性约束施加过程中不可避免地引入了严重的数值耗散，反而降低了大

粘性流体仿真的稳定性。在欧拉网格法流体模拟的研究中，Larionov 提出了粘性

不可压缩性的统一求解方法，该方法在同一个线性系统中求解粘性和不可压缩性

的作用[49]，由于避免了不可压缩性与粘性之间的冲突，因此可以模拟具有更丰富

表面细节的大粘性流体。目前，这种使用统一求解器避免求解步骤间冲突的策略，

在欧拉网格法中已有较多的研究[74, 125-127]。但受限于 SPH 法中粒子邻域关系的

不确定性，这些方法很难引入到 SPH 法流体中。 

1.2.4  SPH 流体的数值计算稳定性研究 

SPH 流体仿真方法中存在着较多的数值不稳定问题[48, 124]，会导致流体仿真

过程出现错误，影响仿真的视觉真实感。其中较为严重的问题分别是 SPH 法的
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拉伸不稳定问题以及 SPH 法不易实现一阶精度的问题。 

拉伸不稳定是 SPH 法中较难处理的一类数值计算问题[16]。当被仿真的材料

处于拉伸状态下，构成材料的粒子会出现结块、断裂等问题，导致材料的形态无

法维持并错误地碎裂。在计算机图形学领域的研究中，常通过消去负压强或设置

正的背景压强来避免粒子间出现吸附力，进而降低拉伸不稳定问题的影响[73, 85, 

140]。但这会破坏流体很多小尺度的运动细节，导致其很难较为稳定、逼真地模拟

流体溅射、拉丝和薄层等形态。 

标准的 SPH 法插值计算精度较低，导致流体的运动不稳定，视觉真实感不

高。这一问题产生的根本原因是 SPH 核函数归一化条件很容易被破坏：当流体

的粒子分布不均匀时，SPH 核函数就不再满足归一化条件；另外由于 SPH 法在

边界附近不具有克罗内克函数（Kronecker delta）属性[124]，因此边界附近的粒子

邻域缺失问题也会破坏归一化条件。在计算机图形学领域中，这一类数值不稳定

问题的研究可被划分为流体边界处理方法以及保证插值精确性的方法两方面，以

下是这两方面问题的讨论。 

1）边界处理方法。由于 SPH 法的粒子邻域的缺失问题会导致自由表面附近

的流体粒子密度计算值过低。针对这一问题，Schechter 提出了在流体表面附近均

匀布设气态虚粒子的方法[128]；Si 与袁志勇等人提出根据流体表面粒子的邻域平

均数量和内部粒子邻域平均数量之比修正流体密度计算[129]，以及使用水平集

（level set）函数修正表面附近的粒子密度[130, 131]的方法。这些方法能够改善因

粒子邻域缺失对稳定性造成的影响。在固壁边界附近，邻域缺失问题会表现得更

为明显，会导致固壁边界附近粒子分布非常的不均匀。避免该问题的常规方法是

在固体内部设置固态幽灵粒子（Ghost-solid particle）弥补边界附近流体粒子的邻

域缺失问题[102, 122, 132-135]，但这一方法需要耗费大量的计算时间和内存。半解析

式流固边界方法可以有效避免上述的问题[17, 136, 137]。该类方法使用面片（mesh）

或有向距离场来表示固体，粒子会根据其与固体边界的距离及边界形态修正计算，

实现对邻域缺失问题的抑制。 

2）保证插值精确性。保证 SPH 流体插值精确性的研究可以分为两类，一类

是小幅度修正粒子位置，迫使粒子分布均匀的方法[91, 138]；另一类是引入更先进

的插值计算方法，比如：通过构建隐式方程的方式来修正 SPH 核函数的权重，

保证 SPH 核函数的归一化条件[139]，以及引入移动最小二乘法保证插值精确性

[140]的技术。这些方法都能够提高 SPH 法的仿真稳定性。 

1.3  研究内容 

本文工作主要围绕着改善 SPH 流体仿真的数值稳定性方面展开，并重点研

究了抑制 SPH 法中流体粘性与不可压缩性间冲突，改善流体在拉伸状态下的稳
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定性的方法。具体的研究工作如下： 

（一）改善 SPH 粘性不可压缩流体仿真稳定性的研究：（1）本文提出了适

用于粘性不可压缩 SPH 流体的 SIMPLE 迭代算法。SPH 法在模拟流体时，一般

会基于算子分裂法来分别对流体施加粘性与不可压缩性的作用。然而，这种模拟

策略会导致流体的粘性计算与不可压缩性计算之间产生冲突，在求解过程中发生

相互的干扰，严重影响大粘性流体的仿真稳定性。因此，本文引入并改进了

SIMPLE（Semi-Implicit Method For Pressure Linked Equation）迭代算法，通过对

流体不可压缩性与粘性进行总体迭代的方式，逐渐减轻两者之间的干扰。对比测

试证明本文方法能够稳定地收敛，而且只需要若干次迭代即可显著提高大粘性流

体仿真的稳定性，使流体能够产生更锐利、更丰富的表面细节，更稳定地保持形

态。（2）本文提出了基于 Cross 模型的非牛顿流体高效仿真方法。由于非牛顿流

体的粘性会发生大幅度的变化，容易导致其仿真的不稳定。本文则结合 Cross 模

型，改进了 SIMPLE 算法中的隐式粘性仿真方法，实现了包含剪切变稀流体、剪

切增稠流体在大时间步长下的稳定仿真。 

（二）SPH 流体拉伸不稳定问题的研究：（1）在 SPH 法中引入对偶粒子框

架。SPH 流体仿真方法自被发明以来，就一直受到拉伸不稳定问题的困扰。这一

数值计算不稳定问题常会导致流体粒子产生积块，使流体难以稳定地维持拉伸的

形态。抑制该问题常需要设置背景压强、人工斥力等非物理的手段，但这些方法

依然难以稳定地模拟流体的薄层、拉丝、飞溅等小尺度的细节。为抑制拉伸不稳

定问题，提升流体小尺度细节模拟的稳定性，本文在 SPH 法中引入了对偶粒子

的框架，将标准的 SPH 粒子划分为具有速度属性的实粒子和具有压强属性的虚

粒子。由于额外引入的虚粒子可以减小SPH法压强梯度计算的拉伸不稳定区域、

避免零能问题的产生，因此可以有效地提高流体的拉伸稳定性，进而提高 SPH 法

流体小尺度细节的仿真稳定性。（2）虚粒子采样策略对于对偶粒子法稳定性影响

的研究。在进行对偶粒子方法的研究中发现，虚粒子的采样方式会对流体行为产

生非常明显的影响，而使用类似于欧拉网格的虚粒子排布方式能够显著地提高流

体的稳定性。因此，本文提出了基于 GPU 的空间自适应虚粒子快速生成方法，

以高效高质量地实现稳定的流体仿真。 

（三）提出基于对偶粒子法的通用粒子法流体仿真引擎。本文提出的对偶粒

子仿真框架中包含的虚粒子，不仅可作为拉格朗日视角的粒子，也可作为欧拉视

角的空间网格。因此本文提出的对偶粒子框架能够兼容标准 SPH 法、对偶粒子

法、粒子网格混合法等多种粒子仿真方法。基于此，本文构建了一个通用的流体

仿真引擎。在使用该引擎进行的对比研究中发现，粒子网格混合法中粒子分布非

常不均匀。因此，本文提出使用 SPH 粒子位置修正技术（Particle Shifting）以均

匀地分布粒子网格混合法中的粒子，改善了此类方法的稳定性。 
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1.4  本文组织结构 

本文的组织结构如下： 

第一章是本论文的绪论部分。该部分讨论了本文课题的研究背景与研究意义、

该领域目前的研究内容与成果，并简述了本课题的主要研究工作。 

第二章是相关基础理论的讨论与介绍。具体包括连续介质力学与流体力学的

部分基础理论、使用 SPH 法实现流体模拟的基本策略、SPH 法中的离散化方法

三部分。 

第三章讨论了抑制 SPH 流体中粘性求解与不可压缩性求解之间冲突的研究

工作。本章首次在 SPH 法体系下构建了 SIMPLE 迭代算法，并测试了这一算法

的收敛性，在对比测试中证明该方法可显著提高大粘性流体的仿真稳定性。此外，

本章的研究也进一步改进了隐式粘性求解算法，提出了基于 Cross 模型的非牛顿

流体高效仿真方法。 

第四章提出了抑制 SPH 流体拉伸不稳定性方法。本章讨论了 SPH 流体中拉

伸不稳定产生的原因，首次提出了可抑制拉伸不稳定的对偶粒子框架，基于对偶

粒子框架构建了投影法求解器，并验证了新方法在抑制拉伸不稳定问题、改善流

体仿真质量方面的有效性。此外，本章设计了能够在 GPU 上快速生成均匀分布

虚粒子的方法，并在算法的验证阶段发现虚粒子分布的均匀性会对流体仿真的稳

定性有较大的影响。 

第五章基于对偶粒子法提出了一种通用的流体仿真引擎。该引擎可兼容标准

SPH 法、对偶粒子法与粒子网格混合法等各类粒子仿真方法。文章介绍了引擎的

实现架构、仿真场景的搭建方式与仿真管线的设计，并探讨了 PIC、FLIP、NFLIP

等粒子网格混合法求解器的实现方式。最后，本章在完全相同的外部条件下对比

研究了对偶粒子与粒子网格混合法的区别，对比发现粒子网格混合法中粒子的分

布非常不均匀。因此，本文提出了使用 SPH 粒子位置修正技术以均匀地分布粒

子网格混合法中的粒子，改善了此类方法的仿真稳定性。 

第六章对本文的研究成果进行了总结，并讨论了未来的研究方向与计划。 
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第 2章   粘性不可压缩流体与 SPH 法 

2.1  引言 

流体材料是由分子等微观粒子构成的，但受限于从微观粒子尺度上分析宏观

流体运动的复杂性，通常会将宏观的物质材料视为连续的介质而非大量离散的微

观粒子对其进行研究，这一假设即为“连续介质假设”，基于该假设所建立的力

学理论体系也被称为连续介质力学（Continuum Mechanics）[87]。连续介质假设忽

略了材料的微观结构，认为材料是由连续、均匀、无间隙的质点构成的，这些质

点可被认为是在宏观上无限小，但在微观上远大于量子尺度的物质微团，其携带

有诸如密度、速度、应力等宏观物理量，且满足经典牛顿力学体系中的物理定律，

例如质量守恒定律、动量守恒定律、能量守恒定律等。借助于连续介质假设，也

便于描述材料宏观视角下的应力与应变函数对应关系，即本构方程。结合材料的

本构方程和经典力学的基本定律，可对材料的运动进行分析、计算和预测。 

然而，连续介质假设中的流体本构方程是很难直接求解的，一般需要将其中

的物理场与微分算子进行离散化，使连续的微分方程转化为代数方程组之后才能

够求解。SPH 法中包含有一套简单、直观且有效的离散化方法，可以将流体的动

量方程、连续性方程转化为离散形式，进而计算流体的不可压缩性与粘性作用下

的运动，最终实现流体运动的模拟。 

本章将引入流体力学的相关理论，对粘性不可压缩流体的物理学模型及其相

关特性进行简要介绍和讨论。随后，本章将介绍使用 SPH 法模拟流体的基本流

程及其离散化方案。 

2.2  物理场、散度与梯度 

在连续介质力学中，场一般指某物理量 𝑓 与空间位置 𝐱 的对应关系，即：

𝑓(𝐱) ，常用于表征某物理量的空间分布。由于“连续介质假设”认为材料是由连

续的质点构成，因此材料的物理场取值在一定空间内通常是一阶连续的，相应地

该物理场也就存在其一阶微分。本文常用的两种一阶微分算子是梯度和散度，以

下是这两种微分计算的介绍。 

1）梯度的定义。在处理能量优化等实际问题时，常需要找到某个场取值变

化最大的方向，这一方向可通过计算该场的梯度来获取（如图 2-1(a) 所示）。对

于三维空间中某个标量场 𝑓(𝐱) ，其梯度定义式为： 

 ∇𝑓(𝐱) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧
 ) (2-1) 

其中∇为梯度算子，上式计算获得的矢量即是𝑓场变化最大的方向；如果对三维空

间中的某矢量场 𝐟(𝐱) = (𝑓, 𝑔, ℎ)求梯度，则可得到一个 2 阶张量： 
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 ∇𝐟(𝐱) =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑔

𝜕𝑥
,
𝜕ℎ

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑔

𝜕𝑦
,
𝜕ℎ

𝜕𝑦
𝜕𝑓

𝜕𝑧
,
𝜕𝑔

𝜕𝑧
,
𝜕ℎ

𝜕𝑧

 

)

 
 
 
 

 (2-2) 

2）散度的定义。进行物理模拟的相关计算时，常需要评估某个矢量场的发

散程度（如图 2-1(b)所示），这时就需要引入散度的概念。如果在三维空间中有

一矢量场为𝐟(𝐱) = (𝑓, 𝑔, ℎ)，场𝐟的散度定义式如下： 

 ∇ ∙ 𝐟(𝐱) =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+
𝜕𝑔

𝜕𝑦
+
𝜕ℎ

𝜕𝑧
 (2-3) 

由该定义式可知，散度计算的是某个空间位置点邻近物理量内聚或发散的趋势，

如果𝒐点邻近区域内场的方向均指向𝒐点，则散度∇𝒐 ∙ 𝐟的取值为负；若𝒐点邻近区

域内的场的方向均远离点𝒐，则散度∇𝒐 ∙ 𝐟的取值为正；若散度∇𝒐 ∙ 𝐟的取值为零，

则表明在点𝒐的邻近区域内，场的向内和向外趋势互相抵消。 

3）散度与梯度的关系。结合场的散度定义与上文中场的梯度定义，可得到

任意场的散度算子与梯度算子的对应关系，即： 

 𝑡𝑟(∇𝐟(x)) = ∇ ∙ 𝐟(x) (2-4) 

其中𝑡𝑟(∇𝐟(x))为矩阵∇𝐟(x)的迹。 

 

图 2-1 梯度与散度。 

Figure 2-1 Gradient and divergence. 

2.3  流体运动的控制方程、不可压缩性与粘性 

基于上小节介绍的连续性假设与物理场的定义，可以建立流体运动的控制方

程。本节将对流体力学的部分基础理论——流体的连续性方程、动量方程、不可

压缩性条件三方面进行简要的讨论。 

2.3.1  连续性方程 

在连续介质力学中，流体被认为是由连续的质点构成的，因此描述流体各特

性的方程可基于连续物理场及其空间微分来构建。基于连续介质假设可以推导得
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到流体最重要的特性之一：质量守恒定律。以下是这一定律的讨论。 

以三维空间为例，假设在材料所占据的空间中存在一个较小的封闭空间Ω，

该封闭空间Ω中的材料质量变化速度可通过计算其内部密度变化率的积分获得： 

 𝛿𝑚 =∭
Ω

𝜕𝜌(𝐱, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑉 (2-5) 

在经典牛顿力学理论中，质量是不会凭空增大或减小的，因此导致封闭空间Ω内

质量发生变化的原因只能是物质流入或流出封闭空间Ω造成的。基于此，可以得

到如下等式。 

 ∭
Ω

𝜕𝜌(𝐱, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −∯

∂Ω
𝜌𝐮 ∙ 𝐧𝑑𝑆 (2-6) 

其中的𝐧为曲面𝑑𝑆的法线方向，𝐮为材料的速度场，𝜌为材料的密度场。由散度定

理（∯
∂Ω
𝜌𝐮 ∙ 𝐧𝑑𝑆 = ∭

Ω
∇ ∙ 𝜌𝐮𝑑𝑆），上式右端项可进一步改写为速度场的散度形

式： 

 ∭
Ω

𝜕𝜌(𝐱, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −∭

Ω
∇ ∙ 𝜌𝐮𝑑𝑆 (2-7) 

其中，Ω可以为任意体积、形状的封闭空间，因此可以假设封闭空间Ω无穷小，

小到只包含材料的一个质点，此时上述积分式转化为一个偏微分方程，这个方程

是连续介质力学中最重要的公式之一——连续性方程，其形式如下。 

 
𝑑𝜌

𝑑𝑡
= ∇ ∙ (𝜌𝐮)  (2-8) 

2.3.2  动量方程 

纳维斯托克斯方程（Navior Stokes Equation），简称 NS 方程，是描述流体运

动的控制方程，其形式为： 

 𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + ∇ ∙ τ + 𝐟 (2-9) 

其中，𝐮 是流体的速度场，本文中𝐮在三维空间直角坐标系下 x、y、z 轴方向的

分量分别为𝑢、𝑣、𝑤；𝑝是流体的压强场； 𝐟表示流体所受到的重力、离心力等体

积力场。该等式的左端项为速度场对时间的随体导数，在拉格朗日视角下该随体

导数可直接写成：
𝐷𝐮

𝐷𝑡
=

𝑑𝐮

𝑑𝑡
。等式右端项中，−∇𝑝项是流体质点间的压强力场，正

是该项的存在保证了流体的不可压缩性；而∇ ∙ τ为流体的粘性作用，其中τ为流体

内部产生的剪切应力，该剪切应力一般是以流体速度为变量的场函数，其形式如

下。 

 τ = 𝜇(∇𝐮 + ∇𝐮𝑇) (2-10) 

如果忽略掉流体的粘性和体积力的作用，上述 NS 方程即可写为如下形式： 

 
𝑑𝐮

𝑑𝑡
= −

1

𝜌
∇𝑝 (2-11) 
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由该方程可知，若某质点附近压强场的梯度不为零，会导致该点的速度发生变化，

且速度变化的方向为压强梯度的反方向。此处可将压强的梯度视为流体某质点受

到周围质点压力的合力。 

2.3.3  不可压缩性条件 

仅使用 NS 方程，并不能根据上一时刻的流体状态求解出当前时刻流体的速

度场。因为 NS 方程中除当前时刻的速度场未知以外，其中的压强场也同为未知

量。为了保证 NS 方程具有唯一可行解，需要引入额外的条件。对于不可压缩性

流体，这一条件即为不可压缩性约束。 

真实的流体往往很难被压缩，即使施加很大的外部压力，流体的密度也只会

有微小的变化。若环境温度等条件不变，流体的密度可近似认为是常数，即流体

静止时的密度𝜌0。相应地，流体的不可压缩性可使用 𝜌(𝐱, 𝐭) = 𝜌0这一方程来表

示。然而这一公式并不能与 NS 方程联立，因此需要引入连续性方程，将有关密

度的约束条件转化为速度场的约束，即： 

 ∇ ∙ 𝜌𝐮 =
𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (2-12) 

将𝜌(𝐱, 𝐭) = 𝜌0带入后可得： 

 𝜌0∇ ∙ 𝐮 =
𝜕𝜌0
𝜕𝑡

= 0 (2-13) 

整理后，即可得到十分简洁的速度场微分方程，即速度无散度条件： 

 ∇ ∙ 𝐮 = 0 (2-14) 

将速度无散度条件与忽略掉粘性与体积力作用的 NS 方程联立并离散，并正确地

施加边界条件与初始条件，理论上联立的方程组（下式）即可获得不可压缩性作

用下的流体速度场，最终实现在不可压缩性作用下流体运动的模拟。 

 {

𝑑𝐮

𝑑𝑡
= −

1

𝜌0
∇𝑝

∇ ∙ 𝐮 = 0

 (2-15) 

2.4  流体的粘性 

粘性是流体普遍具有的性质（除超流体外）。本节将对流体粘性的主要性质

进行简要的介绍和讨论。 

当流体受到剪切力（一对大小相同、方向相反且平行的作用力）持续作用时，

流体会发生持续的剪切形变，此时流体内部会产生剪切应力，该应力会抵抗流体

发生剪切形变，最终使流体产生粘性的运动特征。 
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图 2-2 牛顿剪切流动试验。 

Figure 2-2 Newton shear flow experiment. 

从生活经验中可知，不同种类的流体其粘性作用的强弱并不相同。比如，蜂

蜜的粘性远大于水，而沥青的粘性远远大于蜂蜜。若要定量表征不同流体粘性的

强弱，就要引入流体的粘性系数的概念。流体粘性可以使用图 2-2 所示试验测定

[87]，这一实验中包含有两个固体平板，其中一个固定，而另一个可以在平板所在

的平面上移动。在两平板之间填充充满某种粘性流体后，以速度𝑢0移动可活动的

平板，两平板内的流体就会在流体内剪切应力𝜏𝑥𝑦的作用下产生垂直于平板方向

的非 0 速度场分布，且速度场分布与剪切应力之间的关系满足以下公式： 

 𝜏𝑥𝑦 = 𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑦
  (2-16) 

上式中的𝑢是平行于平板方向的流体速度场分量，𝑦是垂直于平板的坐标轴方向，

𝜇是流体的粘性系数或动力粘度，其单位是𝑃𝑎 ∙ 𝑠。 

在上述测定流体粘性的实验中，速度场的空间微分只在 y 轴方向是非零的，

因此由上式获得的剪切应力𝜏𝑥𝑦，只是 NS 方程中的剪切应力𝛕二阶张量中的一个

分量。对于牛顿流体，流体的剪切应力一般与形变速率（Rate of Deformation）正

比，因此剪切应力的定义式完整形式应为： 

 𝛕 = μ(∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇) (2-17) 

其中，∇𝐮为速度场的梯度，将其对称化后的形式为：∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇，对称化后的张

量也被称为形变速率张量： 

 ∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇 =

(

 
 
 
 

2
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
2
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑧
2
𝜕𝑤

𝜕𝑧 )

 
 
 
 

 (2-18) 
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图 2-3 形变速率张量中各元素的物理意义。 

Figure 2-3 The elements of the rate of deformation tensor. 

其中，形变速率张量中对角元素的物理含义是流体的体积变化速率，而非对

角元素则为剪切应变速率（图 2-3）。将流体的剪切应力带入到流体的 NS 方程后

可得： 

 𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇ ∙ (∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇) + 𝐟 (2-19) 

将表征流体不可压缩性的速度无散度条件带入上式（∇ ∙ (∇𝐮)𝑇 = ∇(∇ ∙  𝐮) = 0），

上式即可进一步化简为如下形式。 

 𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮 + 𝐟 (2-20) 

粘性系数不发生变化的流体被称为牛顿流体。然而在现实世界中，有非常多

的流体其粘性系数不为定值，这类流体被称为非牛顿流体。具有复杂分子结构的

大粘性流体材料多数为非牛顿流体，比如淀粉糊、人体的血液和组织液、高分子

聚合物溶液等。其中，粘性随形变速率的增大而减小的流体被称为剪切变稀流体；

与之相反，粘性随形变速率的增大而增大的流体被称为剪切增稠流体[141]。 

2.5  流体模拟方法概述 

基于上文关于流体的部分基础理论，本节将简要讨论流体的基本仿真策略，

并介绍使用 SPH 法实现流体模拟的主要流程。 

2.5.1  算子分裂法 

 𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮 + 𝐟 (2-21) 

 ∇ ∙ 𝐮 = 0 (2-22) 

粘性不可压缩流体运动的控制方程是 NS 方程和无散度条件（上式）。虽然

流体的运动令人眼花缭乱，但只要能够精确地求解出这两个联立的方程，理论上

就能够精准地预测流体的运动。但求解这两个方程并不容易，需要解决两个问题：

首先，这两个方程需要将其在时间上和空间上离散后才可以求解，而空间离散化

的方法可以基于固定的网格（如欧拉网格法），或是使用移动的粒子（如 SPH 法）

来实现。此外，带有多个微分算子的方程即使完成离散后仍过于复杂，这就需要
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引入算子分裂法，简化流体模拟的相关计算。具体实现方法是将 NS 方程拆分成

若干个独立且较小规模的偏微分方程，每个较小的偏微分方程相比于原 NS 方程

要简化很多，且可以采用不同的方法分别求解若干个较小方程，显著降低求解的

时间、空间复杂性。 

在使用拉格朗日视角下的 SPH 法，一般会将 NS 方程拆分如下几个小方程

（粘性部分以显式方法为例）进行分别求解。 

 𝐮𝑛+
1
3 − 𝐮𝑛

𝛿𝑡
= 𝐟 (2-23) 

 𝐮𝑛+
2
3 − 𝐮𝑛+

1
3

𝛿𝑡
=
𝜇

𝜌
∇ ∙ ∇𝐮𝑛+

1
3 (2-24) 

 𝐮𝑛+1 − 𝐮𝑛+
2
3

𝛿𝑡
= −

1

𝜌
∇𝑝  (2-25) 

上述三个方程由上至下分别描述了体积力、粘性、不可压缩性对流体速度的

作用。需要注意的是上述方程中不包含求解压强的方程，因此求解式(2-25)之前

需要根据流体的密度误差或速度散度误差计算出压强。 

2.5.2  SPH 流体模拟流程 

通过算子分裂法将流体的 NS 方程拆分为若干个小方程后，即可使用 SPH 对

其进行离散并求解。使用 SPH 法进行一帧流体仿真计算的具体实现步骤以及每

个步骤的讨论如下： 

步骤 1. 粒子的邻域查找。SPH 法是一种无网格粒子法，粒子之间并不存在

确定的拓扑关系。在使用 SPH 法模拟流体时，代表流体质点的粒子会发生难以

预测的运动，因此粒子之间的相邻关系也同样是难以确定的。然而，在进行流体

微分场的相关计算时，必须要使用到每个粒子的邻近粒子，因此在 SPH 法进行

每一帧仿真计算之前，均需要对问题域内的全部粒子进行邻域查找，并将每个粒

子的邻域存储下来，以用于后续的粘性、不可压缩性等方面的计算[67]。  

步骤 2. 体积力作用下的粒子速度求解。基于公式(2-23)，更新每个粒子在体

积力（一般为重力）下的速度。 

步骤 3. 粘性作用下的粒子速度求解。基于公式(2-24)，对速度场施加粘性约

束。目前粘性求解方法主要分为两类，分别是显式和隐式粘性方法。其中隐式粘

性需要求解线性系统以获得更好的稳定性[123]，而显式粘性的实现方法较为简单

[116]，但稳定性很差[122]。 

步骤 4. 求解压强并计算出压强力，更新速度场。 标准的不可压缩性求解

过程包含两步：第一步是根据流体的密度误差或速度散度误差来计算压强，第二

步则是计算压强梯度来获得压强力（Pressure force），进而更新速度场式(2-25)[68]。 
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步骤 5. 使用速度场更新粒子的位置。使用当前的粒子速度来更新粒子的位

置，计算公式如下[68]： 

 𝐱𝑖
𝑛𝑒𝑤 = 𝐱𝑖

𝑜𝑙𝑑 + 𝐮𝑖
𝑛𝑒𝑤 ∗ 𝛿𝑡 (2-26) 

步骤 6. 计算流体的表面张力作用。当模拟小尺度的流体时，流体的表面张

力作用会表现得较为明显。而 NS 方程与无散度条件中并不包含流体表面张力的

作用，因此需要引入表面张力求解器来施加表面张力的作用，具体可参考 He 等

人提出的方法[104]。 

步骤 7. 输出粒子位置，重构流体表面网格，完成渲染。后处理一般包含有

两个步骤，即：使用粒子数据重建流体表面；完成流体的渲染。如果采用粒子离

线渲染的方式，后处理则仅为粒子数据输出一个步骤。待完成仿真任务后，统一

对每一帧的粒子数据进行表面重建和渲染[67]。 

2.6  SPH 法的离散化方案 

流体的模拟计算需要将流体动量方程与连续性方程离散化，然后求解离散化

后的代数方程。本节将介绍 SPH 法核心理论——基于核函数的离散化方法，为

后续 SPH 粘性不可压缩流体的研究提供理论基础。 

2.6.1  光滑核函数 

SPH 法中的离散化方案是一种基于光滑核函数实现物理场插值计算的方法。

为了更好地说明 SPH 法离散化的实现过程，首先需要引入狄拉克函数𝛿(𝐫)，其

定义如下[68]： 

 𝛿(𝐫) = {
∞
0

|𝐫| = 0
|𝐫| ≠ 0

 (2-27) 

狄拉克函数满足如下的性质： 

 ∫𝛿(𝐫)𝑑𝑉 = 1 (2-28) 

该式的含义是：狄拉克函数在全空间域内的积分值为 1。此处使用狄拉克函数𝛿(𝐫)

作为基函数，那么某个空间连续的场函数 𝐴(𝐱) 对狄拉克函数𝛿(𝐫)求卷积将等于

场函数𝐴(𝐱)的自身，即： 

 𝐴(𝐱) = (𝐴 ∗ 𝛿)(𝐱) = ∫𝐴(𝐱′)𝛿(𝐱 − 𝐱′) 𝑑𝑉′ (2-29) 

上式中的𝑑𝑉′是与位置变量𝐱′有关的体积[34]。 

上述公式中的狄拉克函数是不连续不可微的函数，这导致上述卷积公式会在

使用中受到很多限制。为了对上述公式中的狄拉克函数进一步推广，首先可引入

平滑核函数 𝑊:ℝ𝑑 × ℝ+ → ℝ  来替换上述卷积公式中的狄拉克函数，最终场函

数𝐴(𝐱)可近似为其自身与平滑核函数𝑊的卷积[68]，即： 
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 𝐴(𝐱) ≈ (𝐴 ∗ 𝑊)(𝐱) = ∫𝐴(𝐱′)𝑊(𝐱 − 𝐱′, ℎ) 𝑑𝑉′ (2-30) 

其中标量ℎ为紧支域半径或平滑长度。平滑核函数𝑊(𝐫, ℎ)须满足如下五个条件[52]: 

∫𝑊(𝐫, ℎ)𝑑𝑉 = 1 （归一化条件） 
(2-31) 

𝑊(𝐫, ℎ) ≥ 0 （正则条件） (2-32) 

lim
ℎ→0

𝑊(𝐫, ℎ) = 𝛿(𝐫) （狄拉克条件） (2-33) 

𝑊(𝐫, ℎ) = 𝑊(−𝐫, ℎ) （对称条件） (2-34) 

𝑊(𝐫, ℎ) = 0,  若|𝐫| > ℎ （紧支条件） (2-35) 

上述五项条件的含义分别是：①函数𝑊(𝐫, ℎ)对𝐫的全域积分须为 1；②函数𝑊不

能为负；③当支持域趋近于 0 时，核函数等价于狄拉克函数；④函数𝑊(𝐫, ℎ)为正

对称函数；⑤当变量𝐫的模（欧式距离）大于紧支域时，函数𝑊(𝐫, ℎ)的值为 0。

能够同时满足这五项条件，且具有高阶可微性的理想函数是高斯函数形式的核函

数。然而高斯函数中包含有指数运算，会导致计算过于耗时。在实际使用中，经

常会选取更易于计算的样条函数，其中最常被使用的一种是三次样条分段函数

[114]，即： 

 𝑊(𝐫, ℎ) = 𝛼𝑑

{
 
 

 
 
2

3
− (

𝐫

ℎ
)
2

+
1

2
(
𝐫

ℎ
)
3

0 <
𝐫

ℎ
≤ 1

1

6
(2 −

𝐫

ℎ
)
2

1 <
𝐫

ℎ
≤ 2

0
𝐫

ℎ
≥ 2

      , (2-36) 

在一维、二维、三维空间中，上式中𝛼𝑑的值分别为：1 ℎ⁄ 、15 (7𝜋ℎ2)⁄ 、3 (2𝜋ℎ3)⁄ 。 

考虑到流体的质量、密度、体积存在关系：𝑑𝑉 =
𝑑𝑚

𝜌(𝐱)
，则式(2-30)可以转换

为如下形式： 

 

𝐴(𝐱) ≈ (𝐴 ∗𝑊)(𝐱) = ∫
𝐴(𝐱′)

𝜌(𝐱′)
𝑊(𝐱 − 𝐱′, ℎ)𝜌(𝐱′) 𝑑𝑉′ 

= ∫
𝐴(𝐱′)

𝜌(𝐱′)
𝑊(𝐱 − 𝐱′, ℎ) 𝑑𝑚′    , 

(2-37) 

即：物理场𝐴与平滑核函数𝑊的卷积，可以由体积积分转换为质量积分。如果使

用粒子来表示连续的物理场𝐴，则每个粒子𝑗都携带有物理量𝐴𝑗、密度值𝜌𝑗和质量

𝑚𝑗。假设在式(2-37)中𝐱的位置上有一粒子𝑖，则原积分式(2-37)可转换为求和公式： 

 

𝐴(𝐱𝑖) ≈ (𝐴 ∗ 𝑊)(𝐱𝑖) = ∫
𝐴(𝐱′)

𝜌(𝐱′)
𝑊(|𝐱𝑖 − 𝐱

′|, ℎ)𝜌(𝐱′) 𝑑𝑉′ 

≈∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗𝑊(|𝐱𝑖 − 𝐱

′|, ℎ) 
(2-38) 

这个基于离散粒子来重建点𝑖附近位置物理场𝐴的方法，也就是 SPH 中基于

光滑核函数的插值计算方法。为了便于书写，上式可进一步简化为如下形式： 
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 𝐴(𝐱𝑖) ≈ 〈𝐴𝑖〉 = 〈𝐴(𝐱𝑖)〉 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗𝑊(|𝐱𝑖 − 𝐱𝑗|, ℎ) (2-39) 

每个粒子都携带有流体的一部分质量，即上式中的𝑚𝑗，而粒子密度也可使用

上式来计算。经过推导可获得流体粒子的密度计算式公式[52]： 

 

𝜌𝑖 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝜌𝑗𝑊(|𝐱𝑖 − 𝐱𝑗|, ℎ) 

=∑ 𝑚𝑗
𝑗

𝑊𝑖𝑗 

(2-40) 

由于 SPH 法中的各项物理量计算几乎都需要使用到粒子的密度，因此密度

属性是粒子最基础的属性之一，只要粒子的位置发生变化，就需使用上式来更新

粒子的密度值。 

2.6.2  微分算子的离散化 

使用 SPH 法来求解流体的 NS 方程和速度无散度条件，则需使用到光滑核

函数实现其中物理场微分项的离散化。参考上一节的讨论，式(2-39)可用来离散

物理场，而该公式可进一步扩展用来求解物理场的微分。对式(2-39)的等号两端

取梯度，则可得到粒子𝑖位置上物理场𝐴的梯度计算式[142]： 

 

∇𝐴(𝐱𝑖) = ∇𝑖𝐴 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗∇𝑊(|𝐱𝑖 − 𝐱𝑗|, ℎ) 

=∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗⨂∇𝑊𝑖𝑗 

=∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗∇𝑊𝑖𝑗

𝑇 

(2-41) 

其中，物理场𝐴既可为标量场也可为矢量场，符号⨂表示并矢计算，上述公式中

核函数的梯度可写为：∇𝑊𝑖𝑗 =
𝐱𝑖−𝐱𝑗

|𝐱𝑖−𝐱𝑗|
(
d𝑊(𝑟,ℎ)

d𝑟
)
𝑟=|𝐱𝑖−𝐱𝑗|

。类似地，粒子𝑖位置上矢量

场或二阶张量场𝐀的散度计算式为：  

 ∇ ∙ 𝐴(𝐱𝑖) = ∇𝑖 ∙ 𝐴 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐀𝑗 ∙ ∇𝑊𝑖𝑗 =∑

𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
𝐴𝑗
𝑇∇𝑊𝑖𝑗  (2-42) 

根据文献[52]中的建议，为了减轻粒子分布不均匀问题的影响，式(2-41)与式 

(2-42)需要改写为如下形式。 

 ∇𝐴(𝐱𝑖) = ∇𝑖𝐴 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
(𝐴𝑗 − 𝐴𝑖)⨂∇𝑊𝑖𝑗 (2-43) 

 ∇ ∙ 𝐀(𝐱𝑖) = ∇𝑖 ∙ 𝐀 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝑗
(𝐀𝑗 − 𝐀𝑖) ∙ ∇𝑊𝑖𝑗  (2-44) 

除上述两种计算物理场梯度和散度的方法外，更常被使用的形式为[97]： 

 ∇𝐴(𝐱𝑖) = ∇𝑖𝐴 = 𝜌𝑖∑ 𝑚𝑗
𝑗

(
𝐴𝑗

𝜌𝑖2
+
𝐴𝑗

𝜌𝑗2
)⨂∇𝑊𝑖𝑗 (2-45) 
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 ∇ ∙ 𝐀(𝐱𝑖) = ∇𝑖 ∙ 𝐀 = 𝜌𝑖∑ 𝑚𝑗
𝑗

(
𝐀𝑗

𝜌𝑖2
+
𝐀𝑗

𝜌𝑗2
) ∙ ∇𝑊𝑖𝑗 (2-46) 

相比式(2-43)与式 (2-44)，式(2-45)与式(2-46)能够更好地保证流体的动量守

恒特性，但也会导致更严重的拉伸不稳定问题[12]。 

2.7  本章小结 

本章从连续介质力学的角度讨论了粘性不可压缩流体的重要动力学模型和

特性，并讨论了 SPH 流体的仿真计算步骤及其离散化方法，为后续的研究提供

理论指导。本章的叙述和讨论可划分为四部分：首先介绍了连续介质力学中的重

要基础概念，即连续介质假设和场的概念，以及场的梯度、散度计算方法和物理

含义；然后在连续介质力学的基础上讨论了在模拟流体材料过程中涉及的重要方

程以及重要的性质；接下来基于流体基础理论，引入了流体仿真的基本实现策略

与方法；最后，本章讨论了 SPH 法的流体物理场与微分场的基本离散化方案。 
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第 3章   适用于粘性不可压缩 SPH 流体的 SIMPLE 算法 

3.1  引言 

粘性不可压缩流体在现实中很常见，因此如何高效、逼真、快速地对其模拟

是计算机图形学中的重要研究内容。尽管 SPH 法已经被广泛用于模拟低粘性流

体[94, 95]，但模拟高粘性流体时，SPH 法长期面临着稳定性差、难以使用较大的

时间步长等问题[116, 117, 119]。针对这一问题，有研究者提出了隐式粘性求解方法

[119, 122, 143]，这些方法显著提高了 SPH 法在模拟大粘性流体时的稳定性，使得仿

真的时间步长与粘性系数可以同时取较大值，但这也引入了其它的数值计算问题，

即流体的不可压缩性约束条件和粘性约束条件难以同时被满足，导致不可压缩性

与粘性求解之间产生了严重的冲突[143]，影响了大粘性流体材料的仿真稳定性。 

SPH 流体的粘性与不可压缩性之间的冲突是算子分裂法导致的[70]。算子分

裂法将原本应该同时产生作用的不可压缩性和粘性，分时分步骤地施加于流体的

速度场中。这种策略虽然能够显著提高仿真计算的效率，降低编程实现的难度，

但也导致在计算不可压缩性之后，粘性计算的结果被破坏，并最终影响了流体的

仿真质量。Larionov 等人在研究中发现，由于粘性、不可压缩性之间的相互影响，

导致大粘性流体不能稳定地保持形态与表面细节，较难模拟出粘性不可压缩流体

特有的卷绳效应（Rope Coiling Effect）[49]。 

抑制这一冲突问题最直接的方法即是对粘性与不可压缩性进行整体迭代计

算，以逐渐减轻两者之间的冲突。然而在本章的试验中发现，若选择已有的不可

压缩性求解器（比如 DFSPH 法[97]）与隐式粘性求算法进行迭代计算，迭代计算

的结果不仅不收敛，反而会发散。因为不匹配的粘性和不可压缩性求解方法会在

迭代过程中发生误差的积累，最终破坏掉流体原本相对正确的运动。抑制上述冲

突问题的另一种策略，则是 Peer 等人提出的重建速度场的方法[123, 143]。该方法

通过削减形变速率然后重建流体速度场的方式来实现粘性不可压缩流体的模拟。

由于不再需要分步骤地求解粘性与不可压缩性，因此两者间的冲突可以完全地避

免。然而，该方法在重建速度场的过程中会引入严重的数值耗散，反而降低了粘

性不可压缩性流体的仿真质量，导致该方法无法实现粘性流体的卷绳效应等复杂

行为的模拟[122]。 

为了有效地提高大粘性不可压缩性流体材料的仿真质量，减轻不可压缩性与

粘性求解器之间的冲突，本文借鉴了原欧拉网格方法中的 SIMPLE 算法（Semi-

implicit method for pressure linked equations）[144]。该方法通过对包含压强求解的

相关计算进行整体迭代，来提高模拟计算的精度（图 3-1），因此可使用 SIMPLE

算法的迭代策略减轻粘性与不可压缩性之间的冲突。若粘性与不可压缩性算法严

格由流体的 NS 推导获得，而且使用相同的方法来离散各微分算子与物理场，理
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论上可以有效避免误差的累积漂移，进而保证迭代的稳定收敛。 

 

图 3-1 本文 SIMPLE 算法的基本实现方式。 

Figure 3-1 The framework of our SIMPLE algorithm. 

在本文的研究工作之前，尚没有使用 SIMPLE 算法用于模拟 SPH 流体的相

关研究，其原因是 SPH 法中的粒子很难保证类似于欧拉网格法中网格节点的正

交与均匀性，导致基于欧拉网格离散的 SIMPLE 迭代算法很难直接套用在 SPH

法中。因此若使用 SIMPLE 迭代算法来减轻 SPH 流体的粘性与不可压缩性间的

冲突，需要针对 SPH 法的特性对原 SIMPLE 迭代算法进行改进，具体的实现方

法如下：由于近似投影法可以降低 SPH 法零能问题的影响[99]，因此本文采用该

方法离散了流体压强泊松方程；为降低粒子分布不均匀以及邻域缺失问题对计算

的影响，压强泊松方程的离散过程中使用了半解析式边界条件；为避免流体不可

压缩性求解过程因密度漂移而导致体积损失（Volume Loss），需要对压强泊松方

程的源项进行密度补偿。基于这些改进，本章设计了面向 SPH 流体的 SIMPLE

迭代算法。经过测试，这种基于 SPH 法的 SIMPLE 迭代过程可以稳定地收敛，

有效抑制粘性与不可压缩性间的冲突，进而显著提高大粘性材料以及粘性可变的

非牛顿流体材料的仿真稳定性。 

3.2  粘性不可压缩性流体 SIMPLE 迭代算法概述 

本节将详细讨论 SPH 法中粘性与不可压缩性之间冲突产生的原因，以及如

何使用 SIMPLE 迭代算法来减轻这一冲突。 

首先本节以计算机图形学中被广泛使用的预测—矫正策略[145]为例，来说明

粘性流体材料中粘性与不可压缩性间的冲突问题。粘性不可压缩流体运动的控制

方程为 NS 方程与速度无散度条件，其具体形式如下： 

 𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇ ∙ (∇𝐮 + ∇𝐮𝑇) + 𝐟 (3-1) 

 ∇ ∙ 𝐮 = 0 (3-2) 

在流体模拟计算的“预测”步骤中，不考虑不可压缩性，即忽略式(3-1)中压强梯

度项的作用，只考虑流体粘性项与体积力项作用，采用式(3-1)更新流体的速度场

后，流体速度场的不可压缩性条件会被破坏，此时流体速度场不再满足式(3-2)。
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在“修正”步骤中，则不再考虑流体的粘性和体积力作用，只考虑不可压缩性条

件（式(3-2)）作用，根据速度散度计算出压强，然后使用压强梯度项来更新流体

的速度场，此时流体的速度场虽然满足了速度无散度条件（式(3-2)），但此时流

体速度场不再满足式(3-1)。 

消除粘性与不可压缩性求解步骤之间的相互干扰，则需要流体同时满足式

(3-1)与式(3-2)。因此忽略掉体积力作用，对式(3-1)使用后向欧拉法对速度的时间

微分进行离散化，可得到如下的公式： 

 𝜌
𝐮𝑛+1 − 𝐮∗

𝛿𝑡
= −∇𝑝𝑛+1 + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮𝑛+1 + 𝜇∇∇ ∙ 𝐮𝑛+1 (3-3) 

根据速度无散度条件（式(3-2)），可得到：𝜇∇∇ ∙ 𝐮𝑛+1 = 𝜇∇(∇ ∙ 𝐮𝑛+1)=0，因此上

述方程可以进一步简化为如下形式： 

 𝜌
𝐮𝑛+1 − 𝐮∗

𝛿𝑡
= −∇𝑝𝑛+1 + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮𝑛+1 (3-4) 

上式中的𝑛 + 1为每次仿真步（step）结束后得到的新值。对上式的等式两端同时

取散度即可得到包含有剪切应力作用的压强的泊松方程： 

 ∇ ∙ ∇𝑝𝑛+1 =
𝜌

𝛿𝑡
∇ ∙ 𝐮∗ + ∇ ∙ (𝜇∇ ∙ ∇𝐮𝑛+1) (3-5) 

若能够多次交替求解公式(3-4)与式(3-5)获得𝐮𝑛+1与𝑝𝑛+1，理论上可减轻流体粘性

与不可压缩性作用间的相互干扰。但这种迭代策略存在两个问题：第一，上述每

个微分方程中等式两端都包含有未知量𝐮𝑛+1与𝑝𝑛+1，直接将这两个微分方程离散

为线性系统是较为困难的；第二，这种迭代策略是很不稳定的，原因是式(3-5)中

存在三阶微分项：∇ ∙ (𝜇∇ ∙ ∇𝐮𝑛+1)，而对于粒子分布常常不均匀、不充足、不正

交的 SPH 法难以实现三阶微分场的插值计算，因此采用此策略构建的流体仿真

方法会非常的不稳定。 

原欧拉网格法中的 SIMPLE 算法[144]，可以有效地解决上述问题。该策略能

够保证不可压缩性与粘性的迭代计算收敛，获得同时满足粘性和不可压缩性约束

条件的速度场，由此可抑制不可压缩性与粘性之间的冲突。在 SIMPLE 迭代算法

中，流体可以首先通过如下动量方程计算获得粘性的剪切应力与压强作用下的速

度场𝐮′： 

 𝜌
𝐮′ − 𝐮∗

𝛿𝑡
= −∇𝑝∗ + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮′  (3-6) 

在第一次迭代计算时，由于流体压强𝑝∗尚未被求解出来，因此可以先使用上

一帧计算的压强结果或直接以 0 作为初值来计算该方程。但由于粘性项的存在，

该方程的计算结果𝐮′是不满足速度无散度条件的，即：∇ ∙ 𝐮′ ≠ 0，因此当该方程

结束计算后，需要对流体的速度场𝐮′施加不可压缩性，获取能够消除掉散度误差

的压强场𝑝′。 
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求解压强𝑝′的方法可以通过压强泊松方程来实现：首先忽略掉粘性项作用，

流体的动量方程可转换为如下形式： 

 𝐮′′ = 𝐮′ −
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝′ (3-7) 

其中𝐮′′是满足速度无散度条件的速度场，即：∇ ∙ 𝐮′′ ≠ 0，𝑝′为能够消除速度散度

误差的流体压强场。由于缺少约束条件，式(3-7)中未知量𝑝′无确定解，因此需要

将𝐮′′的无散度约束条件带入到该方程中。具体方法是对式(3-7)等号两端同时求

速度散度，然后目标速度场𝐮′′就会被消除，得到如下求解压强的方程，即压强泊

松方程： 

 ∇ ∙
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝′ = ∇ ∙ 𝐮′  (3-8) 

相比于式(3-6)，式(3-8)舍去了流体动量方程（式(3-4)）中的粘性项。虽然省

略掉粘性项后的式(3-7)与式(3-8)可能会导致计算偏离精确解，但在测试中发现交

替对式(3-6)与式(3-8)进行求解并迭代，迭代依然会收敛（如图 3-10 所示），式(3-7)

因避免引入三阶微分而删去的粘性项并不会对原 SIMPLE 迭代的收敛性造成影

响。而这也是 SIMPLE 迭代算法名称中“半隐式”（Semi-implicit）的含义，即：

在求解不可压缩性时，并不需要完全包含所有的速度微分项[144]。 

经过上述理论推演，用于模拟粘性不可压缩流体的 SIMPLE 迭代的实现过程

可梳理为如下步骤： 

步骤 1. 将上一帧的压强计算结果作为压强的初值，或是将压强置零； 

步骤 2. 计算流体的动量方程（式(3-6)），求解𝐮′； 

步骤 3. 计算压强泊松方程（式(3-8)），求解𝑝′； 

步骤 4. 将𝑝′累计到𝑝∗； 

步骤5. 返回步骤2并进行迭代，直到迭代收敛到阈值或达到迭代次数上限。 

上述迭代步骤中所使用到的方程均由流体的 NS 方程（式(3-1)）与速度无散

度条件（式(3-2)）推导而来。而若迭代计算中使用的方程与上述式(3-6)、式(3-8)

区别较大，或者并不是由 NS 方程（式(3-1)）与速度无散度条件（式(3-2)）推导

获得的，则迭代可能无法收敛。 

3.3  将 SIMPLE 算法扩展到 SPH 法中 

虽然 SIMPLE 算法理论上能够提高粘性不可压缩流体的仿真质量，但该方法

的离散化需要使用空间网格来实现。相较于欧拉网格法，SPH 法中的粒子存在分

布不均、邻域缺失等问题[48]，因此在对原 SIMPLE 算法使用 SPH 粒子离散时，

需要尽可能降低粒子分布不均匀、邻域缺失问题的影响。 
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3.3.1  离散化方案选择 

参考 SPH 法的离散化方案[34]，任意物理场函数𝜙都可以使用一组离散的粒

子来表示。假设有一粒子𝑖，该粒子位置上的物理量𝜙的近似值可以通过其邻域粒

子𝑗计算获得： 

 𝜙𝑖 =∑ 𝑉𝑗𝜙𝑗𝑊𝑖𝑗
𝑗

 (3-9) 

在 SPH 法中，粒子𝑖位置上物理场𝜙的梯度（∇𝑖𝜙）有非常多的离散化方法，其中

泰勒级数一致性（Tylor-series model）梯度离散化方法形式如下： 

 ∇𝑖𝜙 = −∑ 𝑉𝑗𝜙𝑖𝑗∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑗

  (3-10) 

相对于其它的梯度离散化方法，式(3-10)的方法虽然不能保证动量守恒，但可以

更精确地实现零阶精度，也能够相对更稳定的维持流体的拉伸状态[12]。粒子𝑖位

置上，物理场𝜙的拉普拉斯计算（∇ ∙ ∇𝑖𝜙）方法也有较多的选择。由于采用类似

于网格有限差分的方法，可以有效减轻 SPH 法中的零能问题的影响[68, 99]，因此

本文选用此方法来离散拉普拉斯算符，其具体形式为： 

 ∇ ∙ ∇𝑖𝜙 =∑ 𝑉𝑗
𝜙𝑖𝑗 ∙ 𝐱𝑖𝑗

𝐱𝑖𝑗
2 + 𝜂2

∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑗

 (3-11) 

其中，𝜂为取值较小的常数，用于避免因粒子𝑖与𝑗距离过近而导致上式的分母为零

的问题。 

3.3.2  动量方程与粘性求解 

 

图 3-2 SPH 粒子的邻域缺失问题。 

Figure 3-2 The particle deficiency problem in SPH. 

在求解上述 SIMPLE 迭代算法中的式(3-6)之前，则需要离散该式中的压强梯

度项∇𝑝∗与粘性项𝜇∇ ∙ ∇𝐮′。如果粒子位于远离流体表面的位置，则可以直接采用

式(3-10)与式(3-11)对∇𝑝∗与𝜇∇ ∙ ∇𝐮′进行离散化。而当粒子位于流体表面附近时，
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这两项的计算结果都可能会受到粒子邻域缺失问题的影响。为直观展示粒子邻域

缺失问题的影响，图 3-2 比较了某一维物理量微分的解析解曲线与数值解曲线。

该测试中计算所使用的核函数为三次样条（cubic spline）形式核函数[68]，平滑距

离为 2（ℎ = 2）。在图 3-2(a)中有一组携带有物理量𝜙的 SPH 粒子，𝜙的空间分

布为线性函数；图 3-2(b)为物理量𝜙的一、二阶微分的解析解曲线与 SPH 数值计

算解的对比。在图 3-2(b)中可以观察到，边界位置上使用 SPH 法计算的一阶、

二阶微分与解析解偏差很大，这一偏差会在模拟过程中引入较为严重的错误。 

（1）半解析式边界处理与压强梯度的离散化。解决边界附近粒子邻域缺失

的常用方法，是在流体边界以外布设幽灵气态（ghost-air）粒子[128]，但布设幽灵

粒子往往需要花费更多的计算资源，会降低仿真计算的效率，而半解析式边界处

理方法可以有效的避免这一问题[104-106]。参考这部分研究工作，如果液态粒子位

于流体边界附近，则它含有两部分的邻域粒子：气态幽灵粒子𝑗𝑎和液态粒子𝑗𝑙。

若粒子𝑗𝑙与𝑗𝑎是均匀分布的，则可以得到如下的关系式。 

 ∑ 𝑉𝑗∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑗

=∑ 𝑉𝑗𝑙∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑙
𝑗𝑙

+∑ 𝑉𝑗𝑎∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑎

𝑗𝑎
= ∇1 = 0  (3-12) 

因此，位于流体表面附近的粒子其压强梯度项的离散化可以写为如下形式： 

 

∇𝑖𝑝
∗ =∑ 𝑉𝑗𝑙𝑝𝑗𝑙

∗ ∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑙
𝑗𝑙

+∑ 𝑉𝑗𝑎𝑝𝑗𝑎
∗ ∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑎

𝑗𝑎
 

−𝑝𝑖
∗∑ 𝑉𝑗∇𝑖𝑊𝑖𝑗

𝑗
 

 (3-13) 

多数情况下，流体表面外幽灵气态粒子的压强值取值为常数，为了便于处理，常

将其设置为零，也即：𝑝𝑗𝑎
∗ = 0。将其带入上式，则可得到以下流体粒子不同位置

上的梯度计算式： 

 ∇𝑖𝑝
∗ =

{
 

 ∑ 𝑉𝑗𝑙 (𝑝𝑗𝑙
∗ − 𝑝𝑖

∗) ∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑙
𝑗𝑙

𝑖 ∈ 𝔅

∑ 𝑉𝑗𝑙𝑝𝑖
∗∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑙

𝑗𝑙
𝑖 ∉ 𝔅

  (3-14) 

上式中的𝔅代表的是支持域被流体边界截断的粒子的集合，也即边界粒子集合。

判断粒子是否是边界粒子的方法将在下一节进行详细讨论。 

（2）粘性项的离散化。液体表面外的幽灵气态粒子速度一般认为与其临近

流体的速度相同，也即：𝐮𝑗𝑎 = 𝐮𝑖，以避免这类粒子对流体的运动产生非物理的

粘性。因此式(3-6)中的粘性项可以直接采用如下方程计算： 

 ∇ ∙ ∇𝑖𝐮
′ = 2(𝑑 + 2)∑ 𝑉𝑗𝑙

𝐮
𝑖𝑗𝑙
′ ∙ 𝐱𝑖𝑗𝑙

|𝐱𝑖𝑗𝑙|
2
+ 𝜂2

∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑗𝑙

 . (3-15) 

Monaghan 与 Weiler 等人的研究工作中曾使用过上述方程[52, 122]，本文的研究中

进一步发现上述方程中隐含了半解析式边界条件，因此该方程能够较好地应对
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SPH 法中的粒子邻域缺失的问题。 

基于上述的离散化方法，则原式(3-6)的求解可以通过分别求解如下两公式来

实现： 

 𝐮∗∗ = 𝐮∗ −
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝∗  (3-16) 

 𝐮′ = 𝐮∗∗ − 𝜇
𝛿𝑡

𝜌
∇ ∙ ∇𝐮′  (3-17) 

其中，式(3-17)是用于求解粘性作用的隐式微分方程，该方程可以使用式

(3-15)转化为对称正定的线性系统，然后通过共轭梯度法[122]快速求解出粘性作用

下的流体速度场。完成式(3-16)与式(3-17)的求解之后，获得的速度𝐮′会被带入到

压强泊松方程中，用于求解流体的不可压缩性。这方面的讨论将在下一节中展开。 

3.3.3  不可压缩性求解 

参考本文 3.2 节讨论的内容，为了保证粘性不可压缩性流体的 SIMPLE 迭代

的收敛性，不可压缩性需要基于压强泊松方程计算实现（式(3-8)），进而将流体

的速度场投影到无散度空间中。由式(3-8)可知，流体粒子𝑖位置上的压强泊松如

下： 

 ∇𝑖 ∙
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝′ = ∇𝑖 ∙ 𝐮

′  (3-18) 

由于对流体施加不可压缩性后，流体的密度会接近于静止密度𝜌0，此处可以

假设流体密度场分布为不随空间变化的常数，因此流体粒子𝑖位置上的压强泊松

方程可进一步改写为如下形式： 

 ∇𝑖
2𝑝′ =

𝜌0
𝛿𝑡
∇𝑖 ∙ 𝐮

′  (3-19) 

如上式所示，压强泊松方程需要离散的算子有两项，分别为压强拉普拉斯算子

（∇𝑖
2𝑝′）与散度算子（∇𝑖 ∙ 𝐮

′）。离散化后的泊松方程会转化为一线性系统。 

（1）泊松方程拉普拉斯项的离散化。考虑到 SPH 法容易出现粒子分布不均

匀的问题，因此压强泊松方程中的拉普拉斯项，可以采用对于粒子分布不过于敏

感的近似投影法来离散[99]，即： 

 ∇𝑖
2𝑝′ = −∑ (𝑝𝑖 − 𝑝𝑗)

𝑉𝑗

|𝐱𝑖𝑗| + 𝜂2

𝜕𝑊𝑖𝑗

𝜕𝑟𝑖𝑗𝑗𝑙
  (3-20) 

使用上述离散化方法后，式(3-19)的左端会转化为系数矩阵与未知向量的乘法：

∇𝑖
2𝑝′ = 𝑨𝐩′。其中系数矩阵𝑨为对称矩阵。但由于矩阵𝑨中每行非对角元素的绝对

值之和与对角元素的绝对值总是相等的，导致矩阵𝑨是不可逆的，因此需要对其

施加狄雷克利边界（Dirichlet boundary）条件来保证上述线性系统的可解性[103]。 
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图 3-3 半解析式边界条件。 

Figure 3-3 Semi-analytical boundary condition. 

（2）边界条件。压强泊松方程的狄雷克利边界条件的本质为流体表面压强

为 0 的条件。该条件的常规施加方法是在流体表面之外布设压强为零的幽灵气态

粒子，并使用幽灵气态粒子与流体粒子共同离散化压强泊松方程的拉普拉斯项，

但这种幽灵气态粒子需要耗费额外的计算资源，而且最终的计算精确性也会受到

幽灵气态粒子分布均匀性的影响。本文采用了半解析式自由表面边界条件来避免

这些问题[104-106]。假设某粒子位于流体的自由表面附近，则其邻域可能包含有气

态幽灵粒子𝑗𝑎和液态粒子𝑗𝑙（如图 3-3(c)所示），式(3-20)可转换为如下形式: 

 ∇𝑖
2𝑝′ = −∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑝𝑖

′

𝑗𝑙
−∑ 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑝𝑖

′

𝑗𝑎
+∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑝𝑗𝑙

′

𝑗𝑙
  (3-21) 

其中𝑎𝑖𝑗𝑙的计算式为：𝑎𝑖𝑗𝑙 = −
𝑉𝑗

|𝐱𝑖𝑗|+𝜂
2

𝜕𝑊𝑖𝑗

𝜕𝑟𝑖𝑗
。上述公式隐含了流体的狄雷克利表面

边界条件，原系数矩阵也就转换为了非奇异的弱对角占优阵。进一步将流体内部

远离表面的粒子考虑在内，原压强泊松方程（式(3-8)）即可离散为下式。 

 ∇𝑖
2𝑝′ =

{
 

 ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙(𝑝𝑗
′ − 𝑝𝑖

′)
𝑗𝑙

−𝐴0𝑝𝑖
′ +∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑝𝑗𝑙

′

𝑗𝑙

𝑖 ∈ 𝔅
𝑖 ∉ 𝔅

  (3-22) 

其中𝐴0是在仿真开始之前，流体未处于压缩状态时，选择流体内部的粒子计算获

得的（如图 3-3(a)），其计算公式为𝐴0 = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑗𝑙 。在仿真开始后，若粒子位于流

体边界附近，则其液态粒子邻域数量相对较少，此时该粒子对应的系数值𝐴𝑖 =

∑ 𝑎𝑖𝑗𝑙𝑗𝑙 满足条件：𝐴𝑖 < 𝐴0。因此流体中的粒子可以根据其系数值𝐴𝑖与𝐴0大小关

系来判断其是否位于表面边界附近，即： 

 𝔅 = {𝑖 | 𝐴𝑖 < 𝐴0}  (3-23) 

（3）速度散度的离散化。在实现了压强泊松方程中（式(3-19)）拉普拉斯项

的离散化之后，下一个待离散的算符是等式右端的速度散度项，即：∇𝑖 ∙ 𝐮
′。为
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避免幽灵气态粒子对流体的运动造成粘性等非物理的影响，需要假设流体外部的

幽灵气态粒子总是与流体边界附近粒子有相同的运动速度，即：𝐮
𝑗𝑙
′ = 𝐮𝑖

′。因此

采用式(3-10)的离散化方法，可以将压强泊松的速度散度离散为如下形式： 

 ∇𝑖 ∙ 𝐮
′ =∑ 𝑉𝑗𝑙 (𝐮𝑗𝑙

′ − 𝐮𝑖
′) ∇𝑖𝑊𝑖𝑗𝑙

𝑗𝑙
  (3-24) 

（4）密度漂移补偿。通过式(3-19)求解流体压强来施加流体不可压缩性，会

导致粒子密度的漂移问题。式(3-8)形式的泊松方程源项中（等式右端项）只包含

有流体的速度散度误差。参考流体的连续性方程（式(2-8)），严格保证速度无散

度条件可以避免流体密度误差的产生。但 SPH 法并不能保证每一帧计算都将速

度误差完全消除，因此误差会随着仿真的进行逐渐积累，直到流体产生严重的体

积丢失问题导致仿真失败。为了避免这一问题的出现，需要对原压强泊松方程的

源项进行密度补偿（ECS，Error Compensating Source）[146]。补偿后的压强泊松

方程形式如下： 

 ∇𝑖
2𝑝′ =

𝜌0
𝛿𝑡
∇𝑖 ∙ 𝐮

′ + Λ𝑖  (3-25) 

 Λ𝑖 = 𝛼
max (𝜌𝑖 − 𝜌0, 𝜌0)

𝜌0𝛿𝑡
  (3-26) 

上式中的Λ𝑖为泊松方程的源项密度补偿项，𝛼为常数，其数量级应与
𝜌0

𝛿𝑡
保持相

同，即：𝛼 = 106。当流体某粒子𝑖的密度超过了其静态密度时，Λ𝑖的存在可以在

流体粒子𝑖及其邻域粒子位置上产生相应的压强，使粒子间产生斥力抵抗压缩，

避免因误差漂移、累积，导致流体体积丢失。 

在完成压强泊松方程边界条件的施加以及源项的密度补偿处理之后，原压强

泊松方程（式(3-19)）就可以转化为对称正定的线性系统，使用共轭梯度法可以

快速地求解出压强。然后，计算动量方程（式(3-17)），即可获得满足不可压缩性

条件的流体速度场。  

（5）不可压缩性求解算法的测试。为了验证上述不可压缩性求解算法的稳

定性与有效性，图 3-4 使用不同的时间步长模拟了流体溃坝场景。该测试中压强

泊松方程求解的收敛阈值为最大误差的10−5，粒子的采样间距为0.005𝑚，平滑

距离为0.0125𝑚，重力加速度为9.8𝑚/𝑠2。图 3-4 (a)、(b)、(c)、(d)中使用的时间

步长分别为0.002𝑠、0.003𝑠、0.004𝑠、0.005𝑠。由该图可知，即使是使用了非常

大的时间步长（0.005𝑠），模拟结果依然稳定，而且不同时间步长下模拟的流体，

其行为也基本一致。 
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图 3-4 不可压缩性求解算法的测试。 

Figure 3-4 A test of the incompressibility solver. 

 

图 3-5 面向粘性不可压缩 SPH 流体模拟的 SIMPLE 算法。 

Figure 3-5 Adapted SIMPLE algorithm for viscous incompressibility SPH fluids. 
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3.3.4  迭代与验证 

 

图 3-6  本文方法的内迭代与 SIMPLE 迭代。 

Figure 3-6 Inner-iterations and SIMPLE iteration in our method. 

使用上文中讨论的方法可以实现粘性不可压缩性流体的仿真算法的构建，算

法实现的流程如图 3-5 所示。本文改进的 SIMPLE 算法包含有两个层次的迭代

计算，分别是求解隐式粘性方程和求解压强泊松方程过程中的迭代计算，即：内

迭代；以及粘性、不可压缩性交替求解的整体迭代计算，即：外迭代或 SIMPLE

迭代（如图 3-6 所示）。若要验证本文 SIMPLE 算法的有效性，则首先要保证内

迭代是收敛的，以确保内迭代中两种求解过程对流体施加了粘性约束和不可压缩

性约束。图 3-7 记录了本文方法模拟卷绳效应（图 3-8 场景）时，粘性与不可压

缩性迭代计算的收敛曲线。由该图中的曲线可知，本文粘性求解与不可压缩性求

解算法可以快速地消除相对误差，而且共轭梯度法的收敛速度比雅克比法快很多。 

 

图 3-7  SIMPLE 算法中内迭代收敛性分析。（a）不可压缩性求解器的迭代收敛曲线；

（b）粘性求解器的迭代收敛曲线。 

Figure 3-7 Inner-iterative convergence analysis of our SIMPLE method. 
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图 3-8  粘性系数为𝟓𝟎𝟎𝑷𝒂 ∙ 𝒔流体的卷绳效应模拟。（a）先计算粘性；（b）先计算不可压

缩性。 

Figure 3-8 A fluid with a viscosity 500Pa · s is simulated. 

若只使用一次 SIMPLE 迭代来模拟大粘性流体的卷绳效应，流体粘性、不可

压缩性之间的冲突会严重影响流体的行为。如图 3-8 所示，在一帧计算中，如果

先计算流体的粘性，然后再计算流体的不可压缩性（图 3-8(a)），则流体的粘性

计算结果会被不可压缩性计算干扰，导致流体原本卷绳效应消失；而若在一帧计

算中先计算流体的不可压缩性，然后再计算流体的粘性(图 3-8(b))，则可观察到

粘性计算影响到了不可压缩性计算的结果，导致流体发生了明显的体积丢失问题。 

 

图 3-9  使用不同 SIMPLE 迭代次数模拟的粘性流体卷绳效应。 

Figure 3-9 The rope coiling effect of viscous fluids are simulated using different SIMPLE 

iteration counts. 

上述粘性与不可压缩性之间的冲突，可以尝试通过增加 SIMPLE 算法的迭代

次数式逐渐削弱。图 3-9 使用不同的 SIMPLE 迭代次数模拟了流体的卷绳效应。

从测试结果中可观察到：随着迭代次数的增加，流体的表面细节逐渐变得锐利，

而且流体的形态也保持得更加稳定。 
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图 3-10  SIMPLE 迭代的收敛分析。 (a)粘性系数为𝟓𝟎𝟎𝟎𝑷𝒂 ∙ 𝒔时，粘性与不可压缩性求

解相对误差的变化曲线；(b)不同粘性系数下的速度散度相对误差的变化曲线；(c)将

SIMPLE 算法中不可压缩性求解器替换为 DFSPH 法后的速度散度误差变化曲线。 

Figure 3-10 Evaluation of the SIMPLE convergence rate. 

为验证 SIMPLE 迭代是否能够收敛到全局最优解，图 3-10(b)使用了与图 

3-9 场景中相同条件测试了迭代中速度散度误差的变化曲线。该项测试中内迭代

的收敛阈值为最大误差的10−5。在图 3-10(b)中可观察到，由于粘性会干扰不可

压缩性的计算结果，因此粘性计算完成后会产生新的散度误差，但随着 SIMPLE

迭代次数的增加，散度的相对误差逐渐减小，而且粘性与不可压缩性计算的结果

也逐渐趋于稳定，这一结果证明了随着 SIMPLE 迭代次数的增加，不可压缩性与

粘性之间的冲突会被逐渐抑制。图 3-10(a)表明粘性与不可压缩性求解的相对误

差随着迭代的进行而逐渐降低，该收敛曲线进一步证明了本文方法可有效抑制粘

性与不可压缩性间的冲突。 

如若将本文方法中的不可压缩性求解器替换为现阶段计算机图形学领域中

最先进的不可压缩性求解器——DFSPH 法[90, 97]，在同样的测试场景中，迭代计

算不能收敛（如图 3-10(c)所示）。尽管 DFSPH 可以削减流体速度场的散度误差，

但 DFSPH 法并不是由流体的 NS 方程与无散度条件推导而来的，因此它与粘性

求解算法之间存在不匹配的问题，这会导致迭代计算无法收敛到全局最优解。 
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图 3-11  时间步长与粒子采样距离对于 SIMPLE 迭代收敛速率的影响。(a)不同时间步长

下的收敛曲线；(b)不同采样间距下的收敛曲线。 

Figure 3-11 Evaluation of the influence of the time step size and particle sampling distance 

on the global convergence rate of our method. 

为进一步验证其它因素对 SIMPLE 迭代收敛速率的影响， 图 3-11 测试了

时间步长与粒子间距对 SIMPLE 迭代收敛速度的影响。该测试中的流体粘性系数

为5000𝑃𝑎 ∙ 𝑠，图 3-11 (a)中粒子采样间距为 2.5 倍的支持域半径；图 3-11 (b) 粒

子时间步长为 0.001s。由该图中的曲线可知，时间步长对于 SIMPLE 迭代的收敛

速度影响相对较小，而粒子的采样间距对于迭代的收敛速度几乎没有影响。此外，

在图 3-10(b)中，不同的粘性系数下对应着不同的收敛曲线，表明本文方法的收

敛速度会受到粘性系数的影响，且粘性系数越大收敛速度越慢。其原因是较大的

粘性系数会产生较大的剪切应力，相应地也就会与压强产生更严重的冲突。 

图 3-12 展示了使用不同迭代次数模拟的不同粘性的流体材料，在这一场景

中，每个流体方块都由 8 千个粒子构成，每个流体的迭代次数则被标注在了对应

流体的前方。为了能够保留粘性流体的表面细节，该测试中没有使用表面张力计

算。在该图中可以观察到，粘性系数无论是设置为较小值（500𝑃𝑎 ∙ 𝑠）或是较大

值(10000𝑃𝑎 ∙ 𝑠)，只要迭代次数设置为一次，流体就会快速的“融化”，并丢失掉

流体原有的表面细节。若将迭代次数设置为 5 次，就可以显著增强流体表面的细

节。随着迭代次数的增加，流体形态逐渐趋于稳定，且具有更加锐利的形态。 
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图 3-12  SIMPLE 迭代次数对粘性流体行为的影响。 

Figure 3-12 Evaluation of the dependence of viscous behaviors on the SIMPLE iteration 

number. 

由本节中的测试结果可知(图 3-10(b))，本文所使用的 SIMPLE 迭代算法收

敛的趋势明显，但收敛速度相对较慢，而且由于每次迭代计算都要重新计算一次

粘性和不可压缩性，因此迭代过程引入的计算量非常大。但图 3-12 测试结果也

表明 10 次迭代就已能够显著提高大粘性流体的视觉真实性，继续提高迭代次数，

效果的改善已不再明显。因此，10 次以内的迭代已经可以满足多数面向计算机

图形学应用场景的需求。 

在本文方法中，增加迭代次数可以使流体的表面细节变得更加锐利，但并不

会增大流体的粘性。本文的 SIMPLE 迭代算法的本质，是通过迭代获取能够同时

满足速度无散度约束条件（∇ ∙ 𝐮 = 𝟎）和粘性约束条件(𝐮 = 𝐮𝑜𝑙𝑑 + 𝜇
𝛿𝑡

𝜌
∇ ∙ ∇𝐮)的

流体速度场。而本文的迭代计算能够收敛，则说明迭代最终能够获取到同时满足

无散度约束和粘性约束的速度场。流体的粘性是由粘性约束条件中的系数𝜇来控

制的，因此迭代过程并不会改变流体的粘性。在图 3-9 的测试中，不同迭代次数

下流体卷绳效应的形态也是基本相同的，这也说明流体的粘性系数并没有随着迭

代次数发生较大的变化[121]。 

3.4  测试与讨论 

为进一步测试本文 SIMPLE 算法的特性，本章节使用该方法模拟了多种形

态、性质的粘性流体。所有测试场景都是在安装有 Intel I7-8700K 与 NVDIA 

Geforce RTX2080 GPU 的主机上模拟计算的。其中邻域查找计算、不可压缩性计
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算、粘性计算等代码实现都使用了 GPU 加速策略以提高模拟的效率。测试中所

使用的表面张力计算是基于 He 等人[104]提出的方法实现的，流体的表面网格重

构则使用了 Bhattacharya 等人的方法[147]。各测试场景中的粒子间距均为 0.005m，

平滑距离为 0.0125m。为了简化流体与固体间交互的处理方法，固体边界使用了

有向距离场来表示。当检测到流体粒子穿入到固体中时，直接将粒子的位置修正

回固体表面附近位置，并耗散掉粒子法向和切向方向的部分速度，进而实现流体

与固体之间的碰撞[52]。 

3.4.1  与其它方法的对比 

当大粘性流体材料在重力作用下以薄层形态垂直地流到平面上时，会产生另

一种特有的效应——压曲效应[148]。使用本文方法模拟的粘性流体的压曲效应如

图 3-13(d)、(e)、(f)所示，模拟结果展示出本文方法只要使用 5 次迭代就能够显

著提高流体压曲效应的视觉质量，而将迭代次数提高到 10 次，则视觉质量的提

升已不再明显。若将本文的 SIMPLE 迭代算法中基于压强泊松方程的不可压缩性

求解替换为 DFSPH 法并模拟相同的场景（图 3-13(a)、(b)、(c)），可观察到由于

DFSPH 与隐式粘性[122]之间的迭代不收敛，流体压曲效应模拟的稳定性没有改善，

而且流体的褶皱数量也有所减少。 

 

图 3-13 流体压曲效应的模拟。(a)~(c)本文 SIMPLE 迭代算法中的不可压缩性求解器被替

换为 DFSPH 法[90, 97]；(d)~(f)使用本文方法在不同迭代次数下模拟的压曲效应。 

Figure 3-13 Comparison of the buckling effect. 

在本文研究提出之前，也有研究者尝试减轻 SPH 流体不可压缩性与粘性之

间的冲突，即：Peer 等人提出的隐式粘性求解方法[123, 143]。该方法通过重建流体

速度场的方式来同时求解不可压缩性与粘性的作用，可以避免两求解步骤间的冲

突。然而，Weiler 等人的研究指出[122]，这种重建速度场的方法会引入严重的数

值耗散。为了验证 Peer 等人方法与本文方法在大粘性流体模拟方面的区别，图 

3-14 中模拟了粘性流体的卷绳效应。模拟的结果显示 Peer 等人的方法由于存在

严重的数值耗散，因此无法正确的模拟流体的卷绳效应（图 3-14(a)与(b)）。将本

文方法中不可压缩性计算方法替换为 DFSPH[97]法后，只执行一次迭代时虽然能
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够较为真实地模拟流体的卷绳效应，但流体会快速地“融化”掉，无法稳定地维

持流体的形态（图 3-14(c)）；但将迭代次数设置为 5 次，原本正确的卷绳效应就

会被破坏掉（图 3-14(d)）。使用本文方法模拟的流体如图 3-14(e)和(f)所示，当

迭代次数设置为 5 次时，流体的表面细节会更为明显，而且形态也较为稳定。 

 

图 3-14 流体卷绳效应的模拟。(a)Peer 等人 2015 年方法[143]；(b)Peer 等人 2017 方法

[123]；(c)本文算法中不可压缩性算法替换为 DFSPH 法[109]并迭代 1 次； (d) 本文算法中

不可压缩性算法替换为 DFSPH 法[109]
 并迭代 5 次；(e)本文方法迭代 1 次；(f) 本文方法

迭代 5 次。 

Figure 3-14 Comparison of rope coiling effect. 

3.4.2  牛顿流体的模拟 

为验证本文 SMIPLE 算法的稳定性，本节测试了不同粘性系数以及不同粒子

规模下的牛顿流体运动。牛顿流体是粘性系数不会发生变化的流体材料，如图 

3-15 中模拟的三种不同粘性的牛顿流体。该组测试中的内迭代收敛阈值为10−2

倍的最大误差，时间步长为 0.001s。由于图 3-15 (a)中粘性系数设置为 0，不存

在粘性与不可压缩性之间的冲突，因此该项测试的 SIMPLE 迭代次数被设置为 1

次；而在图 3-15 (b)与(c)中流体的 SIMPLE 迭代次数为 2 次。测试结果显示，即

使模拟的是无粘性流体或是粘性系数极大的流体，本文方法均没有发生严重的不

稳定问题，而且在流体处于拉伸的状态时，模拟也能相对稳定的进行。图 3-16 模

拟了不同粘性流体材料之间的耦合，该组测试中 SIMPLE 迭代次数选择为 2 次，

内迭代收敛阈值为10−2的最大误差，时间步长为 0.001s。蓝色、橙色、绿色的流

体材料粘性分别为3𝑃𝑎 ∙ 𝑠、100𝑃𝑎 ∙ 𝑠、5 × 106𝑃𝑎 ∙ 𝑠，粒子数量均为 13.6 万。尽

管该场景中的不同流体粘性相差较大，但不同流体间的接触面上并没有产生明显

的错误。 
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图 3-15 牛顿流体。 (a)粘性系数为 0 的流体；(b)粘性系数为𝟑𝟎𝟎𝑷𝒂 ∙ 𝒔的流体；(c)粘性系

数为𝟓 × 𝟏𝟎𝟕𝑷𝒂 ∙ 𝒔的流体。 

Figure 3-15 Newtonian fluids. 

 

图 3-16 不同粘性的牛顿流体材料间的碰撞。 

Figure 3-16 Collision of Newtonian fluids with different viscosity. 

为进一步验证本文方法在较大规模场景中的稳定性，图 3-17 模拟了包含有

约一百万个粒子的流体。该组测试中 SIMPLE 迭代次数选择为 4 次，粘性系数为

400Pa∙s，内迭代收敛阈值为最大误差的10−2倍，时间步长为 1.2ms~1.9ms。该场

景中有 5 个具有复杂形态、由大粘性流体构成的犰狳逐个坠落到地面。模拟过程

中没有产生明显的不稳定问题。而且由于 SIMPLE 迭代减弱了粘性与不可压缩性

间的冲突，流体保持有较为锐利、丰富的表面细节。 

 

图 3-17 包含有 100 万个粒子的大粘性流体。 

Figure 3-17 High viscosity fluid with 1 million particles. 
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3.4.3  非牛顿流体的模拟 

与牛顿流体材料不同，非牛顿流体的形变速率与剪切应力之间不存在线性关

系，也即是非牛顿流体材料的粘性系数并非为恒定值。由于这类材料在模拟过程

中粘性系数会发生快速、剧烈的变化，因此模拟过程中很容易产生不稳定。为了

进一步评估本文方法的稳定性，同时将本文方法扩展到非牛顿流体仿真的范围中，

本文引入了 Cross 模型[149]，并基于本文方法构建了非牛顿流体材料的仿真方法。

Cross 模型下的粘性系数可通过如下非线性方程计算： 

 𝜇 = 𝜇∞ +
𝜇0 − 𝜇∞
1 + (𝑘𝛾̇)𝑛

  (3-27) 

其中，𝜇0和𝜇∞分别为材料粘性变化范围的下限和上限；材料参数𝑘控制了材料粘

性变化对于剪切形变速率的敏感性；𝑛决定了材料粘性随剪切形变速率变化的曲

率；𝛾̇是与流体剪切形变速率相关的参数，其计算式如下： 

 𝛾̇ = √0.5 trace(∇𝐮 + ∇𝐮𝑇)2  (3-28) 

如果相邻流体粒子的粘性系数差别较大，会导致严重的动量不守恒问题，因

此本文将式(3-6)中的剪切应力项进行了平滑处理，即： 

 𝜇∇𝑖 ∙ ∇𝐮
′ = 2(𝑑 + 2)∑ 𝑉𝑗𝑙 (

𝜇𝑖 + 𝜇𝑗𝑙

2
)(

𝐮
𝑖𝑗𝑙
′ ∙ 𝐱𝑖𝑗𝑙

|𝐱𝑖𝑗𝑙|
2
+ 𝜂2

)∇𝑖𝑊𝑖𝑗
𝑗𝑙

  (3-29) 

将本文的 SIMPLE 迭代算法中的粘性计算替换为上式后，原方法即可实现

Cross 模型非牛顿流体材料的模拟。当式(3-27)中𝑛取值大于零时，使用上述方法

模拟的材料为剪切增稠流体；当取值小于零时，模拟的材料即为剪切变稀流体；

当𝑛取值为零时，上述方法就退化为了非牛顿流体材料的仿真方法[149]。基于式

(3-27)可绘制出三种材料的粘性系数变化曲线，如图 3-18 所示。由该图可知，当

流体产生了较大的形变速率时，剪切变稀流体会因粘性突然降低而突然变“软”，

而剪切增稠流体则正相反，相同情况下会突然变“硬”。 

 

图 3-18  Cross 模型[149]中剪切变稀、剪切增稠、牛顿流体材料的粘性变化曲线。 

Figure 3-18 Viscosity curves for shear-thinning, shear-thickening and Newtonian fluids in 

the cross model. 
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图 3-19 牛顿流体与非牛顿流体的对比。由左至右分别为低粘性牛顿流体、剪切增稠流

体、高粘性流体、剪切变稀流体。 

Figure 3-19 Newtonian versus non-Newtonian fluids. 

 

图 3-20 固体方块掉落到牛顿流体与非牛顿流体中。 

Figure 3-20 A solid cubic falls into a Newtonian or non-Newtonian fluid. 

图 3-18 使用本文方法模拟对比了非牛顿流体与牛顿流体。图中绿色流体为

粘性系数50𝑃𝑎 ∙ 𝑠的牛顿流体，红色流体为剪切增稠流体（𝜇0 = 50𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝜇∞ =

5 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝑘 = 10、𝑛 = 6），蓝色流体为粘性系数5 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠的牛顿流体，

黄色流体为剪切变稀流体（𝜇0 = 50𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝜇∞ = 5 × 10
5𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝑘 = 10、𝑛 = −6）。

当流体在坠落到平面上之前，绿色的牛顿流体与红色的剪切增稠流体有相同的粘

性系数，即：𝜇0 = 50𝑃𝑎 ∙ 𝑠。而当与平面碰撞产生形变时，红色的剪切增稠流体

的粘性系数会突然变大，待形变速率减小后才缓慢的“融化”。类似地，在坠落

之前蓝色的牛顿流体与黄色的剪切增稠流体的粘性系数均为𝜇0 = 5 × 10
5𝑃𝑎 ∙ 𝑠，

而在与平面碰撞后，黄色的剪切变稀流体的局部位置因形变速率过大而突然变 

“软”，随即发生碎裂。为进一步展示牛顿流体与非牛顿流体的区别，图 3-20 模

拟了一个固体方块掉落到不同流体中的场景，其中(a)图为粘性系数5𝑃𝑎 ∙ 𝑠的牛顿

流体；(b)图为剪切增稠流体（𝜇0 = 5𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝜇∞ = 5 × 10
5𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝑘 = 1、𝑛 = 6）；

(c)图为粘性系数5 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠的牛顿流体；(d)图为剪切变稀流体（𝜇0 = 5𝑃𝑎 ∙ 𝑠、

𝜇∞ = 5 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠、𝑘 = 50、𝑛 = −10）。固体落入到低粘性牛顿流体中时，固体

会快速的下沉（图 3-20(a)）；固体落在剪切增稠流体中时，由于流体的粘性突然

变大，固体会突然停顿在流体表面，然后再缓缓沉入到流体中(图 3-20(b))；对于
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大粘性牛顿流体场景（图 3-20(c)），固体会需要很长的时间才能完全沉入流体中；

固体坠入剪切变稀流体中时（图 3-20(d)），与固体相接处位置的流体粘性会突然

变得很低，因此固体会快速沉入流体中并在流体上留下深坑。待固体完全沉入流

体后，流体的形变速率会降低，此时流体的粘性又会恢复为较大值，导致深坑保

持存在很久。 

3.4.4  果酱、黄油、奶油的模拟 

为验证本文 SIMPLE 算法在机算计图形学领域的应用潜力，本节将模拟人们

生活中常见的粘性不可压缩性流体材料，如果酱、黄油、奶油等。 

在图 3-21 中，分别使用 1 次 SIMPLE 迭代和 5 次 SIMPLE 迭代模拟了曲奇

饼干上的奶油。该测试中流体粘性系数为5 × 106𝑃𝑎 ∙ 𝑠，内迭代收敛阈值为最大

误差的10−5，时间步长为 1 ms。使用 1 次迭代模拟的奶油会很快融化掉，视觉

上比较不真实。而使用 5 次迭代方法模拟的奶油，由于粘性与不可压缩性之间的

冲突被抑制，奶油的形态更加稳定，而且会产生更明显的压曲效应。 

 

图 3-21 曲奇饼干上的奶油。 

Figure 3-21 Creams on cookies. 

图 3-22 中模拟了面包上黄油的压曲效应。该测试将黄油视为牛顿流体，其

粒子数量为 10 万，SIMPLE 迭代次数为 5 次，粘性系数为400𝑃𝑎 ∙ 𝑠，粒子间距

为 0.005m，平滑距离为 0.0125m，内迭代收敛阈值为最大误差的10−2，时间步长

为 2ms，无表面张力作用。得益于本文的 SIMPLE 迭代方法，即使是使用了大到

1ms 的时间步长，黄油依然能够较稳定地保持形态。 
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图 3-22 黄油的压曲效应模拟。 

Figure 3-22 The buckling effect of the butter. 

图 3-23 中模拟了坠落在长凳上的果酱，该场景中包含有 46.2 万个粒子。由

于果酱一般具有较强的表面张力，因此该场景在原算法中增加了表面张力计算步

骤[104]。该组测试中 SIMPLE 迭代次数选择为 2 次；粘性系数为400𝑃𝑎 ∙ 𝑠；内迭

代收敛阈值为最大误差的10−2；时间步长为 1.4ms~2.2ms；表面张力[104]强度系

数为 0.002。同一测试数据中分别渲染为表面网格（左图）和粒子（右图）。本文

方法在果酱处于拉伸状态下时依然能够较稳定地仿真，而且能够模拟出流体的薄

层、拉丝等形态。此外，该场景中还出现了明显的卷绳效应和压曲效应。 

 

图 3-23 果酱。 

Figure 3-23 Jam. 

图 3-24 中使用本文方法模拟了不同形态、性质的奶油和果酱。该场景中包

含有多种不同的粘性流体材料，所有流体均进行了 5 次 SIMPLE 迭代。其中橘黄

色的奶油（左）被施加了表面张力作用，粘性系数为300𝑃𝑎 ∙ 𝑠；处于拉伸状态的

巧克力酱粘性为300𝑃𝑎 ∙ 𝑠；白色的奶油（中上）展示了粘性流体的卷绳效应，其

粘性为5 × 105𝑃𝑎 ∙ 𝑠；暗黄色的奶油（右）展示了粘性流体的压曲效应，其粘性

为5 × 104𝑃𝑎 ∙ 𝑠。即使使用较大的时间步长（1ms），本文方法依然能够稳定地模

拟具有大表面张力的稀奶油、果酱、巧克力酱，同时也能够模拟具有锐利表面细

节、稳定形态的奶油花。 
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图 3-24 不同形态奶油的模拟。 

Figure 3-24 Creams and jams simulation. 

3.5  本章总结 

本章首次提出了适用于 SPH 法的 SIMPLE 迭代算法。该方法旨在抑制 SPH

流体的压强与剪切应力之间的冲突，进而提高粘性不可压缩性流体的仿真稳定性。

本章在不同的测试场景中验证了该迭代算法的收敛性，同时也证明了该方法能够

显著提高粘性流体模拟的视觉质量。相比其它方法，新的方法即使使用了较大时

间步长，也可以较为真实地模拟粘性流体的卷绳效应、压曲效应，较好地保持流

体表面锐利的细节，同时能够较为稳定地模拟粘性流体的拉伸状态。此外，本章

的研究中也提出了可稳定模拟 Cross 模型非牛顿流体的方法。 
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第 4章   对偶粒子投影法 

4.1  引言 

SPH 法自被提出以来，其拉伸不稳定问题就成为了限制其应用的巨大障碍之

一。拉伸不稳定问题会导致处于拉伸状态下的材料发生结块、断裂等非常严重的

错误，使 SPH 法无法真实地模拟流体的薄层、细流、飞溅等小尺度细节[12]。为

抑制 SPH 流体的拉伸不稳定问题，目前计算机图形学领域研究中常采用的策略

主要有如下两种： 

第一种策略是设置背景压强以避免粒子间吸附力的出现。如果流体具有一个

取值为正的背景压强，将流体各位置的压强整体抬高，那么流体中就可以不出现

负压强，粒子之间只会存在排斥力而不存在会引起粒子结块的吸附力[95, 97]。虽

然这种策略能够使粒子分布相对均匀，但这种消除负压强的方法同时也存在着以

下几方面的问题：①这类方法常需要调整背景压强这种非物理的参数，以避免在

流体在仿真中发生不稳定[48]；②由于压强泊松方程需要设置合适的狄雷克利边

界条件，因此这种方法不适于在投影法中使用[104]；③负压强的缺失会导致 SPH

法很难模拟流体很多小尺度的细节，比如细流、薄层等[91]。 

第二种策略是使用类似于有限差分法的压强梯度算子[102]。这种经过修正的

压强梯度算子能够修正粒子所受到的压强力，减小粒子运动过程中产生的压强扰

动，有效减弱粒子的结块等问题。然而，当粒子距离过近时，粒子间的斥力会过

大，影响仿真的稳定性。此外，这一方法并不能从根本上解决拉伸不稳定问题，

导致其在提升流体小尺度细节的仿真稳定性方面作用很有限。 

SPH 法是拉格朗日视角下的仿真方法，但却使用了基于欧拉视角的核函数进

行插值，这一冲突是 SPH 法产生拉伸不稳定问题的根本原因[150]。在过去 SPH 固

体模拟方面的研究中，Belytschko 与 Xiao 等人提出了能够完全消除 SPH 拉伸不

稳定问题的方法，该方法使用了一组额外的粒子作为应力场的采样点，同时其核

函数被定义在了材料的物质坐标上[150]，可以完全避免 SPH 拉伸不稳定问题的产

生。但这种采用物质坐标、拉格朗日视角核函数的方法是无法模拟大形变流体材

料的。因此，如何使用欧拉视角的核函数来抑制流体拉伸不稳定问题，是本章研

究的重点。针对这一问题，本文提出了用于抑制 SPH 流体拉伸不稳定问题的对

偶粒子架构（图 4-1）。该对偶粒子架构包含有两种不同的粒子，一种是与标准

SPH 粒子类似的粒子，这种粒子携带有质量、速度等信息；另一种是作为压强采

样点的粒子。在本文后续讨论中，这种带有质量、速度的粒子将被称为“实粒子”，

而携带有压强的粒子则被称为“虚粒子”。在对偶粒子架构下，原流体 NS 方程

相应地会使用 SPH 核函数与对偶粒子进行离散化。由于虚粒子不携带有流体的

质量属性，因此可以采用比实粒子更加均匀的方式来生成虚粒子，提高模拟的稳
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定性。而且引入虚粒子可以缩小 SPH 法在拉伸状态下的不稳定区间，提高流体

在拉伸状态下的稳定性。相比其它类型的 SPH 方法，本文的对偶粒子方法简单、

易于编程实现，而且无需调节非物理参数即可有效抑制拉伸不稳定问题的影响。 

本章研究的理论贡献主要包含以下几个方面： 

（1）提出了一种可用于抑制 SPH 拉伸不稳定问题的对偶粒子方法； 

（2）改进了原 SPH 近似投影法，使得压强泊松方程中的压强和速度采样点

即使不定义在相同位置上也能够实现流体不可压缩性； 

（3）验证了虚粒子不同分布对于改善流体仿真稳定性的影响，当虚粒子以

均匀、等间距、正交的方式排布时，能够显著提高流体的拉伸稳定性。因此本文

提出了基于 GPU 的空间自适应虚粒子快速生成方法，以高效高质量地实现稳定

的流体仿真。 

 

图 4-1 对偶粒子方法。 

Figure 4-1 The dual-particle approach. 

4.2  SPH 流体的拉伸不稳定 

参考 swegle 等人的研究[151]，SPH 法的拉伸不稳定问题是粒子负压强（负应

力）与二阶微分核函数符号之间冲突引起的。这一冲突的存在导致粒子间距离在

减小的同时，粒子之间的吸附力也会显著增大。因此处于拉伸状态下的材料，其

粒子总会被临近的粒子吸附，导致模拟的材料发生非物理地断裂。如图 4-2 所示，

在一维空间中有两个相互远离的粒子 A 与粒子 C，此时位于两粒子中间位置的

B 粒子会同时受到粒子 A 与粒子 C 的吸附力。只要粒子 B 不是精确地位于粒子

A 与粒子 C 的正中间，那么与粒子 B 离得更近的粒子 A 就会对粒子 B 有更大的

吸附力，并导致粒子 B 跟随粒子 A 一起运动，造成该组粒子所代表材料断裂。 

 

图 4-2 一维空间中的粒子拉伸不稳定体展示。 

Figure 4-2 Demonstration of tensile instability in 1-d space. 
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目前，在抑制 SPH 法的拉伸不稳定方面已有较多的研究。在计算机图形学

领域中，最常见的方法即是避免粒子间吸附力的产生，比如直接将粒子的负压强

置零[95, 97]，但这会直接导致流体很多运动细节消失。另一种方法是设置背景压

强[129, 152]，以避免负压强的出现，但这种方法需要根据仿真的场景人工去调节背

景压强的取值，不仅不便于使用，还容易因参数不合适导致仿真不稳定；除此之

外，这种设置背景压强的方法会使粒子间产生过多的排斥力，影响仿真的精确性

[48]。近些年在工程领域的研究中，设置背景压强方法被进一步改善，改善后的方

法被称为“拉伸不稳定控制法（Tension instability control）[153-155]”。该方法通过

在仿真算法中添加一些用于控制背景压强的“开关”，使流体不同位置的背景压

强可以取不同值，有效抑制了 SPH 流体的拉伸不稳定问题。然而，这种不平滑

的非物理背景压强会引入其它的不稳定问题，比如粒子震荡等，因此需要与其它

用于提高 SPH 法稳定性的算法结合使用，比如粒子位置修正（Particle shifting）

技术[156]等。另一种用于抑制拉伸不稳定问题的方法是梯度修正方法，这种方法

最早由 Khayyer 与 Gotoh 提出[146]，后被 He 等人引入到图形学领域中[91, 102]，但

这种方法不能消除负压强与核函数不匹配的问题[151]，因此对于改善拉伸不稳定

的作用较为有限，不能显著提高流体小尺度运动细节的视觉质量。 

 

图 4-3 零能问题。(A)一维空间中一组携带属性𝒒的粒子；(B)在粒子之间位置上可计算出

正确的𝒒的微分；(C)如果在粒子上计算𝒒的微分，会得到错误的结果。 

Figure 4-3 Zero-energy problem. 

零能问题是恶化拉伸不稳定问题的另一种数值计算不稳定问题，导致零能问

题的原因是流体的物理场及其微分场均被定义在了同一组粒子上，而这会导致微

分场的计算错误（如图 4-3 所示）。若在 SPH 粒子之外引入一组额外的采样点用
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于定义应力即可有效消除零能问题，相应地这一方法也就是应力点（stress-point）

SPH 方法[47, 157]。但由于这类方法中，应力点与用于存储速度的粒子需要错列排

布，而在模拟流体时很容易破坏这一排布方式，因此应力点 SPH 法目前尚不能

用于模拟流体。 

参考 Belytschko 与 Xiao 等人的研究[150]，拉伸不稳定问题来自于拉格朗日

视角下的粒子与欧拉视角下的核函数之间的不匹配。若 SPH 法能够避免使用欧

拉视角的核函数，则可以避免拉伸不稳定问题的出现。因此采用物质坐标的拉格

朗日核函数方法以及纯拉格朗日公式化的 SPH 方法（Total Lagrangian Formalism）

[158-161]可以避免 SPH 法的拉伸不稳定问题。但是这种使用物质坐标的核函数以

及插值计算方法，很难用于模拟具有大形变速率的流体材料。 

直接处理拉伸不稳定问题较为困难，因此计算机图形学领域中有部分研究绕

过了 SPH 法的拉伸不稳定问题，尝试增强流体的小尺度运动细节模拟的视觉质

量：为提高流体表面附近粒子的密度计算精确性，Schechter 与 Bridson 等人提出

了在流体表面附近布设幽灵气体粒子的方法[128]；为了提高流体的薄层、拉丝等

细节，He 等人提出了使用两种不同尺度下的核函数来计算压强，并引入各项异

性核函数来稳定流体的压强分布[104]。此外，由于表面张力可以最小化流体的表

面面积，并增强流体溅射等现象模拟的视觉质量，因此可以一定程度降低拉伸不

稳定问题对流体行为的影响[104, 162-164]。然而，上述研究由于没能触及到拉伸不

稳定问题的本质，因此相关方法对于改善流体小尺度行为的仿真稳定性方面作用

有限。 

4.3  对偶粒子框架 

为引出本文抑制拉伸不稳定方法的研究，本节将首先简要论述不可压缩 SPH

流体的基础理论及其拉伸不稳定问题的原因，然后将阐述本文提出的对偶粒子框

架的研究动机与原理。 

4.3.1  SPH 流体与其拉伸不稳定问题 

流体的不可压缩性可以通过求解压强的泊松方程来施加，即： 

 ∇𝑖 ∙
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝 = ∇𝑖 ∙ 𝐮

′  (4-1) 

将上述方程离散化，并施加合适的自由表面边界条件，可求解出能够消除流

体速度散度误差的压强场。然后通过动量方程（下式）就能获得满足速度无散度

条件的粒子速度。 

 𝐮𝑛+1 = 𝐮′ −
𝛿𝑡

𝜌
∇𝑝  (4-2) 
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理想情况下，当流体处于拉伸状态时，流体的速度散度会为负值，此时根据

上述压强泊松方程计算获得压强取值也可能为负，相应地流体负压强会表现为流

体粒子间的吸附力，阻止流体被拉伸，并使流体形成拉丝、薄层等特别的形态。

然而在 SPH 法中，该计算过程会产生严重的数值不稳定问题，即：随着粒子的

相互靠近，粒子间的吸附力也会快速地增大。这一问题导致流体无法稳定地处于

拉伸状态，粒子会发生结块，因此流体的拉丝、薄层等形态也难以维持。 

 

图 4-4 SPH 法中的核函数及其一阶微分。 

Figure 4-4 Kernel function and its 1st-order differential in SPH method. 

Swegle 等人对 SPH 法的拉伸不稳定问题产生的根本原因进行了论证[151]，

并给出了避免拉伸不稳定问题出现的充分条件。对于不可压缩性流体的求解算法，

这一充分条件的形式为： 

 𝑝𝑊′′ > 0  (4-3) 

上式中的𝑊′′为 SPH 核函数的二阶微分。若 SPH 法中采用三次样条函数形式

的核函数[68]（图 4-4），则当粒子间距大于
ℎ

3
（ℎ为 SPH 法的支持域半径）时，核

函数的二阶微分𝑊′′为正，与此同时若粒子因处于拉伸状态导致其压强为负时，

𝑝𝑊′′的计算结果小于零，相应地拉伸不稳定问题就会产生。因此对应核函数所在

的函数空间中粒子间距大于
ℎ

3
的位置是拉伸状态下的不稳定区域。为了更简要地

展示、说明拉伸不稳定问题，图 4-5 展示了一维空间中处于拉伸状态下的 3 个粒

子，该图中的场景假定粒子都具有相同的物理量，并且粒子只会受到吸附力的影

响。在标准 SPH 法中，粒子同时携带着流体的速度和压强。如果粒子𝑖精确地位

于其两个领域粒子的中间位置，那么当其邻域粒子以相反方向运动时，则粒子𝑖

因所受到的合力为零，会保持静止。但若粒子𝑖的位置稍偏向右侧，那么由于粒子

𝑖位于其邻域两个粒子的不稳定区间，此时不满足式(4-3)中的充分条件，其右侧

邻域粒子𝑖 + 1对其产生的吸附力𝑓𝑖+1则会大于其左侧粒子对其产生的吸附力𝑓𝑖−1，

导致粒子𝑖向右侧运动，远离粒子𝑖 − 1并与粒子𝑖 + 1聚集，拉伸不稳定问题也由

此产生。 
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图 4-5 标准 SPH 法与本文对偶粒子方法的拉伸不稳定问题。 

Figure 4-5 Demonstration of tensile instability in a standard SPH and our dual particle 

method. 

4.3.2  使用对偶粒子缩小拉伸状态下的核函数不稳定区间 

若要保证粒子不总是位于拉伸不稳定区间，以抑制拉伸不稳定问题，最简单

的方法是增大支持域半径ℎ。然而过大的支持域半径会导致流体的精确性降低，

并平滑掉流体大量高频运动信息，此外也会显著提高仿真计算的效率[165]。 

受到应力点 SPH 法的启发[47, 157]，本文研究中尝试引入了一组额外的粒子—

—虚粒子来作为流体压强的采样点。在使用改进方法之后，粒子𝑖所受到吸附力

则需要使用其邻域中的虚粒子来计算。根据图 4-5(b)所示，当粒子𝑖偏向于右侧

时，仍位于虚粒子核函数的稳定区间，因此尽管粒子𝑖更偏向于粒子𝑖 + 1，但其

受到粒子𝑖 − 1的吸附力会大于来自粒子𝑖 + 1的吸附力，会将粒子𝑖拉回到中心位

置，减弱粒子发生聚集的趋势。因此只要选择合适的核函数，该方法就可以有效

地抑制拉伸不稳定问题。此外这种不将速度和压强定义在相同位置上的方法，也

可以避免零能问题的产生[166]，进一步提高流体仿真的稳定性。 

4.3.3  对偶粒子的离散化方法 

基于上文的讨论可知，对偶粒子方法中两种粒子携带有不同的物理量：实粒

子携带流体的质量、速度等信息，其位置必须位于流体的内部或表面；虚粒子仅
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仅作为流体所在空间中压强的采样点，因此其位置可以不限制在流体内部和表面

上。在仿真过程中，为保证虚粒子能够跟随着流体运动，虚粒子需要在每一帧的

仿真计算预先生成，并在当前帧结束计算之前被删除掉。 

为使 SPH 法能够与对偶粒子框架适配，需要适当改进 SPH 法的离散化方案。

基于 SPH 法的基本离散化方法[68]，并引入对偶粒子后，物理场𝑞可以使用如下的

四个方程来计算： 

 𝑞𝑖 =∑ 𝑉𝑗𝑞𝑗𝑊(𝐱𝑖 − 𝐱𝑗 , ℎ)
𝑗

  (4-4) 

 𝑞𝐼 =∑ 𝑉𝑗𝑞𝑗𝑊(𝐱𝐼 − 𝐱𝑗 , 𝐻)
𝑗

  (4-5) 

 𝑞𝑖 =∑ 𝑉𝐽𝑞𝐽𝑊(𝐱𝑖 − 𝐱𝐽, ℎ)
𝐽

  (4-6) 

 𝑞𝐼 =∑ 𝑉𝐽𝑞𝐽𝑊(𝐱𝐼 − 𝐱𝐽, ℎ)
𝐽

  (4-7) 

上述方程中所使用的下标𝑖与𝑗用于指代实粒子，𝐼与𝐽指代虚粒子；𝐻与ℎ分别

为虚粒子和实粒子的支持域半径；𝑉𝐽与𝑉𝑗分别为虚粒子和实粒子的体积。实粒子

体积的计算式如下： 

 𝑉𝑗 =∑
𝑚𝑗

𝜌𝑗𝐽
  (4-8) 

为能够在虚粒子所在位置上相对正确地估计流体相关物理量，虚粒子只有位

于流体内部或边界附近才会具有体积，因此虚粒子体积的计算式如下： 

 𝑉𝐽 =∑ 𝑉𝑗
2

𝐽
𝑊(𝐱𝑖 − 𝐱𝐽, ℎ)  (4-9) 

由上式可知，虚粒子的体积是通过实粒子体积的核函数插值获得。若虚粒子

位于流体之外较远处，由于其邻域不包含有携带流体质量的实粒子，使用上式计

算的虚粒子体积为零。 

4.3.4  对偶粒子投影方法实现概述 

参照 SPH 投影法[99]，并基于上一节中讨论，使用对偶粒子的流体不可压缩

性求解流程可以概括为如下的步骤： 

第 1 步：根据实粒子的位置，生成虚粒子； 

第 2 步：计算实粒子与虚粒子的体积； 

第 3 步：使用实粒子与虚粒子离散流体的压强泊松方程，并施加合适的边界

条件； 

第 4 步：求解离散后的压强泊松方程； 

第 5 步：计算每个实粒子所受到的压强力； 

第 6 步：更新粒子的速度和位置，并删除虚粒子； 
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为了更直观地展示上述步骤，图 4-6 演示了使用了对偶粒子的不可压缩性计

算流程。 

 

图 4-6 对偶粒子方法的计算步骤。 

Figure 4-6 An overview of our dual-particle method. 
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4.4  使用对偶粒子的近似投影方法 

本节将结合上节讨论的内容，详细讨论如何使用对偶粒子策略实现不可压缩

性流体的投影计算，并确保投影计算过程能够与不同虚粒子采样策略结合使用。 

4.4.1  压强的泊松方程离散化 

基于投影法的不可压缩性求解，其核心步骤为压强泊松方程的求解过程。压

强泊松方程中包含有两个微分算子，即：压强的拉普拉辛算子和速度的散度算子。

在 SPH 法中，两种算子的离散方法方较多，考虑到不可压算法的稳定性以及实

现复杂性，本文选用了易于程序实现，且对 SPH 零能问题有较好抑制效果的近

似投影法[99]。 

由于对偶粒子法中流体的压强采样点位于虚粒子上，因此流体的压强泊松方

程也应在虚粒子位置上进行离散： 

 ∇𝐼 ∙
1

𝜌
∇𝑝 =

1

𝛿𝑡
∇𝐼 ∙ 𝐮

∗  (4-10) 

压强的拉普拉辛算子（上式的左端项）的离散化可以完全使用虚粒子实现，

其具体形式如下： 

 ∇𝐼 ∙
1

𝜌
∇𝑝 =

2

𝜌0
∑ 𝑉𝐽

𝑃𝐼 − 𝑃𝐽
𝑟𝐼𝐽 + 𝜂𝐽

𝑊𝐼𝐽
′   (4-11) 

上式中的𝑊𝐼𝐽
′为一阶微分核函数，其计算式为：𝑊𝐼𝐽

′ =
𝜕𝑊(𝑟𝐼𝐽,𝐻)

𝜕𝑟𝐼𝐽
，此处假定流体的

密度始终为流体静止时的密度𝜌0。采用类似的方式，式(4-11)的右端项（即压强

泊松方程的源项）可以离散为如下的形式： 

 ∇𝐼 ∙ 𝐮
∗ = −∑ 𝑉𝑗

𝑗
𝐮𝑗
∗∇𝐼𝑊𝐼𝑗  (4-12) 

其中𝑉𝑗为虚粒子𝐼的邻域实粒子体积，∇𝐼𝑊𝐼𝑗为核函数在𝐼位置的梯度，即：∇𝐼𝑊𝐼𝑗 =
𝐱𝐼𝑗

𝑟𝐼𝑗
𝑊𝐼𝑗

′。 

经过上述的拉普拉辛算子以及速度散度的离散化后，原压强泊松方程就会转

化为求解未知压强场的线性系统。然而若要使用该线性系统实现流体的仿真，有

两个数值计算问题需要解决，分别是粒子邻域缺失问题以及密度漂移问题。以下

是这两方面内容的讨论。 

（1）邻域缺失问题。如图 4-7 所示，当某虚粒子的邻域被流体表面截断后，

可能会导致该粒子的邻域分布不对称，直接使用式(4-12)计算散度会引入严重的

误差。若能够估计虚粒子位置的流体速度，参照 SPH 法中常用的散度计算公式

（式(3-24)），则可以避免邻域缺失对散度计算的影响。参考 Chen 与 Beraun 的研

究（Corrective SPH）[167]，虚粒子位置上的速度可以通过如下方式计算获得： 
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 𝐮̅𝐼
∗ =

∑ 𝑉𝑗𝑗 𝐮𝑗
∗𝑊𝐼𝑗

∑ 𝑉𝑗𝑗 𝑊𝐼𝑗
  (4-13) 

然后使用虚粒子位置上的速度来修正散度计算： 

 ∇𝐼 ∙ 𝐮
∗ =∑ 𝑉𝑗

𝑗
(𝐮̅𝐼

∗ − 𝐮𝑗
∗) ∙ ∇𝐼𝑊𝐼𝑗  (4-14) 

 

图 4-7 虚粒子的实粒子邻域缺失会导致其散度计算错误。 

Figure 4-7 The deficiency of real particle neighbors of a virtual particle will lead to the error 

of its divergence calculation. 

（2）密度漂移问题。与 4.4.4 节中讨论的内容类似，如果压强泊松方程不能

直接消除流体的密度误差，就会导致流体仿真的体积丢失。因此需要对压强泊松

方程的速度散度源项进行密度补偿，以避免这一问题的产生。在对偶粒子方法中，

密度补偿项的计算式如下： 

 Λ𝐼 = 𝜅
max(𝜌𝐼 − 𝜌0, 0)

𝜌0∆𝑡
  (4-15) 

上式中的𝜅为常数；𝜌𝐼为虚粒子的密度，其计算需要使用到虚粒子的实粒子

邻域，即：𝜌𝐼 = ∑ 𝑚𝑗𝑊𝐼𝑗𝑗 。  

4.4.2  自由表面边界条件 

虽然在上一小节的讨论中，已经将压强泊松方程转化为了线性系统，但该线

性系统是奇异的，需要施加自由表面边界条件来保证该线性系统的对称正定特性。

参照本文 3.3.3 的讨论，此处可以使用半解析式边界条件来处理此问题[91]。但由

于对偶粒子方法中，狄雷克利边界条件需要施加在虚粒子上，因此相关的计算公

式与本文 3.3.3 节的内容有一定差别。 

首先，原压强泊松方程中的压强拉普拉辛算子离散化公式可以进一步简化为

下述形式： 

 ∇𝐼 ∙
1

𝜌
∇𝑝 = 𝑎̂𝐼𝑃𝐼 −∑ 𝑎̂𝐼𝐽𝑃𝐽

𝐽
  (4-16) 

其中，系数𝑎̂𝐼与𝑎̂𝐼𝐽的计算式为： 
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 𝑎̂𝐼 =∑ 𝑎̂𝐼𝐽
𝐽

  (4-17) 

 𝑎̂𝐼𝐽 =
2

𝜌0
∑ 𝑉𝐽

𝑊𝐼𝐽
′

𝑟𝐼𝐽 + 𝜂𝐽
  (4-18) 

上述公式中的𝑎̂𝐼为对应线性系统系数矩阵的对角元素，而𝑎̂𝐼𝐽代表非对角元素。

如图 4-8(a)所示，当检测到虚粒子的系数𝑎̂𝐼小于阈值𝑎0，则认为该虚粒子位于流

体边界附近。而𝑎0可以设置为流体未处于压缩和拉伸状态下时，流体内部某虚粒

子的系数𝑎̂𝐼的取值。若虚粒子位于流体边界附近，其系数必定小于𝑎0，此时可以

将其系数𝑎̂𝐼的取值直接替换为𝑎0，即：𝑎̂𝐼 = max (𝑎0, 𝑎̂𝐼)，进而实现流体的狄雷克

利边界条件的施加，保证原线性系统系数矩阵的弱对角占优性。由于该线性系统

的系数矩阵一般为对称正定矩阵，因此可以使用共轭梯度法快速求解出未知量，

即虚粒子的压强。如图 4-8 所示，若流体处于压缩状态，某个位于流体内部并远

离表面的虚粒子，根据其邻域计算的系数𝑎̂𝐼可能会大于𝑎0 （图 4-8(a)），这种情

况下该粒子的系数不会被修正为𝑎0；若一个粒子的邻域被流体边界截断，则根据

其邻域计算的系数𝑎̂𝐼会小于𝑎0（图 4-8(b)），这种情况该粒子的系数𝑎̂𝐼需要被设

置为𝑎0。 

上述半解析式自由表面边界条件不仅能够有效地在流体自由表面施加零压

强条件（狄雷克利边界条件），而且实粒子的运动也可在该条件的作用下表现的

较为平滑，避免因虚粒子突然增删导致实粒子的运动出现错误。 

 

图 4-8 自由表面边界条件。 

Figure 4-8 The free surface boundary condition. 

4.4.3  实粒子速度的更新 

在完成压强泊松方程的求解之后，定义在虚粒子上的压强会用于更新实粒子

的速度。参考 SPH 法中梯度计算方法，实粒子位置上的压强梯度可以通过下式

计算： 
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 ∇𝑖𝑝 =∑ 𝑉𝐽𝑃𝐽
𝐽

∇𝑖𝑊𝑖𝐽  (4-19) 

相应地，满足不可压缩性条件的实粒子的速度可以根据下式来更新： 

 𝐮𝑖
𝑛+1 = 𝐮𝑖

∗ −
𝛿𝑡

𝜌0
∇𝑖𝑝  (4-20) 

其中𝐮𝑖
𝑛+1就是满足速度无散度条件的实粒子速度。使用该速度更新实粒子位置后，

即可完成不可压缩性的计算。 

4.5  虚粒子的生成方法 

 

图 4-9 对偶粒子法研究中选用的 3 种虚粒子生成策略。 

Figure 4-9 Three virtual particle generation strategies of our dual-particle approach. 

在所有的粒子法中，均匀的粒子分布对于保证模拟的稳定性非常重要[168]。

因此理论上虚粒子的分布对于对偶粒子方法的稳定性也应有类似的作用。为了验

证虚粒子分布是否会影响流体模拟的稳定性，本文引入了三种不同的虚粒子采样

策略来生成虚粒子，分别为：共位置策略（Colocation strategy）、粒子微移策略

（Particle shifting strategy）、以及空间自适应策略(Spatially adaptive strategy)，三

种虚粒子采样见图 4-9 所示。以下是三种采样策略的实现方法与讨论。 

（1）策略 A. 共位置策略：如图 4-9(策略 A)所示，该策略中虚粒子与实粒

子位置相同（以下简称策略 A）。为了在后续研究中，合理地验证评估对偶粒子

策略[99, 103]在改善流体模拟方面的作用，本文设计了等价于标准 SPH 投影法的

共位置策略作为对比的“基线”。该虚粒子生成策略的实现方法，即是直接将实
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粒子的位置复制给虚粒子，并将两种粒子的支持域半径设置为相同值（𝐻 = ℎ）。

此时对偶粒子法就会退化为标准的 SPH 投影法。 

（2）策略 B. 粒子微移策略：如图 4-9(策略 B)所示，虚粒子的位置通过小

幅度移动实粒子位置获得（以下简称策略 B）。在给出能够生成非常均匀且充足

的虚粒子策略之前，本文尝试设计了一种能够小幅度改善虚粒子分布的策略，以

用于验证是否虚粒子越趋向均匀，流体的仿真质量改善幅度也愈加明显。在这一

策略中，首先将实粒子的位置复制作为虚粒子的初始位置，然后使用不包含速度

更新与边界作用的 PBF 算法[16]多次迭代快速修正虚粒子的位置。由于在 PBF 计

算过程中忽略了边界、外力以及惯性的作用，修正后的虚粒子位置一定比实粒子

更加均匀。  

（3）策略 C. 空间自适应策略：如图 4-9(策略 C)所示，虚粒子以均匀网格

的形式排布在实粒子周围（以下简称策略 C）。为了保证虚粒子分布的均匀性，

而且尽可能减小计算时间和内存的消耗，一种简单直接的方法即是使虚粒子等间

距且正交的排布在实粒子周围，该策略下虚粒子覆盖的区域会随着流体的运动而

发生变化。 

得益于 SPH 离散化方法的无网格特性，合适的虚粒子生成策略可能不止上

述三种。然而，上述三种策略已经足够用于验证虚粒子分布在抑制拉伸不稳定方

面的作用。在使用策略 C 来生成虚粒子后，虚粒子则类似于欧拉视角的网格，这

使得其与粒子-网格混合法具有一定的相似性。然而这两这种方法本质是完全不

同的，在本文第 5 章将会对种方法的对比研究进行更深入讨论。 

4.5.1 粒子微移策略（策略 B）虚粒生成方法 

 

图 4-10 粒子微移策略的（策略 B）虚粒子生成方法。 

Figure 4-10 The particle shifting strategy (S.B.) to generate virtual particles. 

策略 B 的虚粒子采样方法是用于获取与实粒子位置较近，但分布更均匀的

一组虚粒子。在这种策略中，虚粒子的数量与实粒子数量保持一致，本文改进了

PBF 算法[16]来快速获取这一策略中的虚粒子。 

PBF 法是用于模拟流体运动的一种非物理方法，该方法能够获得满足恒定密



面向粘性不可压缩流体仿真的 SPH 法数值稳定性研究 

60 

度约束条件的粒子分布。使用该方法来获得虚粒子的位置需要对原算法进行相应

地修改。由于虚粒子不具有速度，无需进行对流运动计算，因此原方法中的速度

更新步骤以及人工粘性计算可以省去；此外，由于虚粒子不严格限定在流体内部，

也无需考虑其是否会穿入到固体边界，因此原方法中边界条件相关计算也可以省

略。使用修改后的 PBF 算法获取虚粒子的步骤如图 4-10 所示，具体为： 

步骤 1. 获取实粒子位置； 

步骤 2. 复制实粒子位置作为虚粒子的起始位置； 

步骤 3. 使用修改后的 PBF 算法迭代修正虚粒子位置，相关方程为： 

 𝛿𝐱𝐼 =
1

𝜌0
∑ (𝜆𝐼 + 𝜆𝐽)∇𝑊𝐼𝐽

𝐽
 （4-21） 

 𝜆𝐼 =
𝜌𝐼
′ − 𝜌0

𝜌0 (|∑ ∇𝑊𝐼𝐽𝐽 |
2
+ ∑ |∇𝑊𝐼𝐽|

2
𝐽 )

 （4-22） 

上式中的𝐼, 𝐽均为虚粒子，𝜌0流体的静止密度，𝜌𝐼
′为虚粒子使用虚邻域计算的

密度。由于用于计算虚粒子位置的 PBF 算法没有考虑惯性、外力以及与边界的

碰撞，因此其分布一定比实粒子均匀；此外，由于虚粒子的初始位置是实粒子的

位置，PBF 算法在施加恒定密度约束时会尽可能减小粒子位置的修正量，因此最

终获得的虚粒子与实粒子位置总是相互接近的。 

4.5.2 空间自适应策略（策略 C）虚粒子生成方法 

 

图 4-11 空间自适应策略（策略 C）虚粒子生成方法。 

Figure 4-11 The spatially adaptive strategy (S.C.) to generate virtual particles. 

在策略 C 中，虚粒子数量要多于实粒子，且虚粒子会正交、等间距地排布在

实粒子支持域内。为了能够快速地在 GPU 上实现计算，本文采用了如下步骤来

生成虚粒子： 

⚫ 第一步：获取实粒子的位置，同时将上一帧的虚粒子删除； 

⚫ 第二步：在每个实粒子支持域内的固定间距点位上生成候选点，这些候

选点均位于均匀欧拉网格的网格中心； 

⚫ 第三步：将所有候选点的空间坐标转换为莫顿码； 

⚫ 第四步：对代表候选点位置的莫顿码进行排序； 
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⚫ 第五步：将排序好的莫顿码存入向量中，并将其中重复的元素删除； 

⚫ 第六步：将该向量中剩余元素的莫顿码转换为空间坐标，作为网格节点

（虚粒子）的位置。 

上述生成虚粒子的步骤如图 4-11 所示。该策略可以很容易在 GPU 上实现并

行计算。 

4.6  验证与讨论 

本节将对采用不同虚粒子策略的对偶粒子方法进行对比测试，以验证其稳定

性[169]；由于对偶粒子法与应力点 SPH 法[150, 157]具有一定的相似性，因此本节也

对比研究了两种方法的区别。 

4.6.1  拉伸稳定性验证 

为了验证对偶粒子法对于抑制拉伸不稳定方面的作用，本小节首先模拟了二

维空间中旋转的方块形流体。在无重力空间中，流体方块以如下方程定义的初速

度进行旋转： 

 {
𝑢0 = 𝜔(𝑦 − 𝑦𝑐)

𝑣0 = 𝜔(𝑥 − 𝑥𝑐)
  (4-23) 

上式中的(𝑥𝑐 𝑦𝑐)为流体方块的中心点，𝜔为流体方块旋转的角速度。使用

上式获得的流体初速度满足速度无散度条件，即：∇ ∙ 𝐮0 = 0。在测试过程中，流

体方块会因离心加速度的作用而处于拉伸的状态，因此负压强会在流体内产生，

很容易引起 SPH 法的拉伸不稳定问题。理想情况下，旋转的流体方块会逐渐产

生四个逐渐伸长的旋臂。由于这一测试方法可以非常直观、直接地验证流体模拟

方法的拉伸稳定性，因此在工程领域中该试验常被作为验证流体拉伸稳定性的标

准试验（benchmark）[155, 170]。 

 

图 4-12 旋转的流体方块。 

Figure 4-12 Rotating fluid square. 
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本文采用不同虚粒子采样策略的对偶粒子方法对比测试的结果如图 4-12 所

示，测试中的本文方法均采用了相同的核函数、支持域半径与边界条件，每个流

体方块由 2300 个粒子构成，并使用了人工粘性 XSPH 法，其控制粘性的参数被

设置为 0.03[128]。由对比结果可知，采用策略 A 的本文方法由于保留了负压强，

因此能够出现四个伸长的旋臂，但受到了严重的拉伸不稳定的影响，粒子发生了

明显的结块；采用策略 B 的本文方法相较于策略 A 有了一定改善，但改善并不

明显；而采用策略 C 的本文方法，粒子没有出现结块且分布均匀，伸长的旋臂也

相较于其它方法更为明显。 

由图 4-12 中的测试可知，虚粒子生成策略对流体的行为以及实粒子的分布

有非常大的影响。相较之下，使用策略 B 模拟的流体要优于策略 A，而策略 C 远

优于策略 B，类似的仿真质量逐渐改善的现象也可以在后续的测试中观察到。策

略 B 优于策略 A 的原因，是策略 B 的虚粒子分布相比策略 A 更加均匀。而且策

略 B 中有部分虚粒子会与实粒子相互分离，参考本文 4.3.2 节中的讨论，这会有

助于提高流体的拉伸稳定性。然而，策略 B 中依然有较多虚粒子位于与实粒子相

同或相近的位置，且其分布也远不如策略 C 的均匀。因此，流体在拉伸稳定性方

面的改善并不是十分的显著。相较于其它两种策略，策略 C 中的粒子不仅更加均

匀、充足，而且该策略下的虚粒子不会跟随实粒子移动，完全摆脱了标准 SPH 法

中压强采样点与速度采样点共同运动的特征，因此其模拟的流体的拉伸稳定性明

显提高。 

图 4-12 中也对三种具有代表性的其它方法进行了对比测试。其中 PBF 法是

基于位置约束的方法[16]，虽然该方法实现过程无需计算压强，但由于缺少粒子的

吸附力，使得该方法不能模拟正确的流体行为；DFSPH 法中虽然能够对流体施

加速度无散度条件[97]，但该方法在实现过程中消除了负压强，同样因为缺失粒子

间的吸附力作用，无法正确地模拟这一场景中的流体；VSSPH 法[91]中包含有梯

度修正[146]、核函数归一化、错列粒子（staggered particle）[102]、半解析式边界条

件[105]以及粒子位置修正（Particle shifting）[46]等多项提高精确性与稳定性的方法

和技术，但由于该方法中粒子间的吸附力的强度不够，也同样无法较好地模拟该

场景中的流体运动。 

4.6.2  稳定性的综合测试 

溃坝场景是一种简单、但能够综合验证流体模拟算法鲁棒性的测试方法。本

小节使用这一类场景对本文方法进行了更加综合、全面的测试，以验证本文方法

的可用性与稳定性。 

为了验证虚粒子突然的增删是否会影响流体的运动，本节使用策略 C 模拟

二维空间中的流体溃坝场景。在图 4-13 所示的测试场景中，虚粒子突然增删的

过程并未对流体的运动造成影响，模拟过程中也未发生明显的错误。 



对偶粒子投影法 

63 

 

图 4-13 策略 C 模拟的二维溃坝场景。 

Figure 4-13 The 2-d Dam break scenario is modeled by our method with S.C. 

图 4-14 使用策略 C 以及不同虚粒子分辨率来模拟流体，该测试中虚粒子的

间距由左至右分别为实粒子间距的 1.0 倍、1.2 倍、1.4 倍与 1.6 倍，而实粒子的

间距均为 0.005m。测试结果表明不同分辨率虚粒子模拟的流体，其行为是较为

接近的。在本文的对偶粒子法中，虚粒子的间距建议为实粒子间距的 1 到 2 倍。

如果虚粒子的间距比实粒子间距小的过多，流体的运动可能会被过渡平滑化，造

成大量流体运动细节的丢失。 

 

图 4-14 使用了不同虚粒子分辨率的策略 C 模拟的溃坝场景。 

Figure 4-14 Dam break scenarios are simulated by S.C. with four different virtual particle 

sampling distances. 

标准的 SPH 法不能稳定地模拟无粘性流体，一般需要使用 XSPH 法等人工

粘性方法平滑掉部分流体的高频运动，同时避免数值误差引起的震荡，使流体粒

子的运动保持相对一致。为了验证本文方法是否能够稳定地模拟无粘性流体，图 

4-17 中选择了三种代表性的方法（PBF 法[16]、DFSPH [97]、VSSPH 法[91]）以及

策略 A、策略 B 和策略 C 来模拟无粘性流体。由图中的测试结果可知，本文之

前的三种方法和策略 A 均无法稳定地模拟无粘性流体，策略 B 的结果虽然有所

改善但并不明显。相比之下策略 C 模拟的流体有着相对正确、稳定的形态。策略

C 之所以能够稳定模拟无粘性流体，是因为它能够较准确地消除负的速度散度误

差。如图 4-16 所示，当流体粒子相互远离时会产生速度散度误差，此时粒子之

间会产生吸附力。由于策略 C 在流体处于拉伸状态下也较为稳定，因此能够将速
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度散度误差大幅度削弱，使该组粒子的速度散度误差接近于 0，此时散度为零的

粒子将会有相近的运动速度。 

 

图 4-15 无粘性流体的溃坝测试。 

Figure 4-15 Dam break test for inviscous fluids.  

 

 

图 4-16 策略 C 能够稳定模拟无粘性流体。 

Figure 4-16 S.C. can simulate the inviscid fluid stably.  

如果对图 4-17 场景中各流体施加人工粘性（XSPH）（如图 4-16），粘性的

参数被设置为 0.02，则各方法模拟的流体稳定性都有明显的改善。如图 4-16 所

示，策略 B 相比于策略 A，其模拟的流体具有相对更准确的溅射细节，而只有策

略 C 能够较为准确地模拟流体的薄层状态。此外，PBF 法、DFSPH 法、VSSPH
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法三种方法依然无法稳定的模拟流体的薄层形态。该测试结果表明，仅在对比方

法中增加粘性计算并不能抑制拉伸不稳定问题，同时也进一步验证了策略 C 抑

制 SPH 流体拉伸不稳定问题的有效性。 

 

图 4-17 低粘性流体的溃坝测试。 

Figure 4-17 Dam break test for low viscosity fluids.  

4.6.3  收敛性测试 

迭代收敛速度与可使用的时间步长上限对于流体仿真的效率非常重要。由于

模拟流体的不可压缩性需要通过迭代求解压强泊松方程来实现，该求解过程的迭

代收敛速度越快，单帧的计算量越少。而如果算法足够鲁棒，能够在保证一定仿

真稳定性的前提下，使用更大的时间步长，则也可以显著降低仿真任务所需要计

算的帧数，进而提高仿真计算的效率。 
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图 4-18 不同的时间步长下的平均收敛次数对比。 

Figure 4-18 Average iteration numbers for different time steps. 

为了验证对偶粒子方法中时间步长对收敛速率的影响，本小节使用与图 

4-14 相同的测试场景，测试了使用不同时间步长的 DFSPH、VSSPH、策略 A、

策略 B、策略 C 平均收敛次数，各方法的收敛阈值均为最大误差的10−4。测试结

果如图 4-18 所示。其中 VSSPH、DFSPH 与策略 A 能够使用的最大时间步长为

0.005 秒。由于策略 B 中虚粒子具有相对均匀的分布，这显著提高了其能够使用

的时间步长上限；而策略 C 能够使用的时间步长上限远高于其它方法。此外，

DFSPH 法虽然在小时间步长下能够快速的收敛，但当时间步长增大后其迭代次

数显著增加。相较之下，VSSPH 与本文方法的收敛次数不会随时间步长显著变

化。导致这一现象的原因，是 VSSPH 与本文方法均为投影法。在投影法中，时

间步长只会影响泊松方程的源项，而不会影响到泊松方程的系数矩阵，而泊松方

程计算的收敛速度只取决于其系数矩阵的性质，因此时间步长对于需要求解泊松

方程的方法影响较小。 

图 4-19 进一步对比了采用 0.001 秒时间步长，对偶粒子法模拟流体溃坝过

程的迭代次数变化曲线。该测试中三种方法不可压缩性求解器的迭代收敛阈值均

为最大误差的10−4。相较于策略 A，策略 B 的迭代次数波动较小；而策略 C 的

迭代次数远大于策略 A 与策略 B。理论上策略 C 中作为压强采样点的虚粒子更

加均匀，本应具有更快的收敛速率[12]。但在该测试中，策略 C 的测试结果与理

论有较大的偏差。其原因是策略 C 中虚粒子的数量和位置会发生变化，导致上一

帧的计算结果不能作为下一帧计算的初值。而缺少合适初值会大幅度增加不可压

缩性计算的迭代次数。 
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图 4-19 采用 0.001s 时间步长三种策略迭代次数对比。 

Figure 4-19 Curve of the iteration number for a simulation with a time step size of 0.001. 

4.6.4  与应力点 SPH 法的对比研究 

本文对偶粒子法的提出受到了应力点 SPH 法的启发[150, 157]。相较之下，两

种方法都引入了用于定义应力或压强的“应力点”来避免零能问题。然而，由于

应力点法中，携带速度的粒子和应力点必须保持着间隔错列的排布方式，在模拟

大形变材料时，两种粒子的排布很容易被扰乱破坏，因此这类方法一般只能用来

模拟小形变材料。为了使该方法能够模拟较大形变的材料，比如土壤、山坡等，

Chalk 等人[169]最近提出了一种新的速度粒子与应力点的排布方法。但是这类应

力点法是否能够用于稳定、高效地模拟流体这类具有大形变速率的材料尚没有研

究。 

本文的对偶粒子法可被视为是应力点 SPH 法的改进，本文对偶粒子法中的

虚粒子携带的压强，实为各项同性的“应力”。与本文的对偶粒子法相比较，应

力点法中不包含有流体不可压缩性投影求解算法。此外，本文方法中虚粒子需要

在每一个仿真步（step）中生成一次，而应力点 SPH 法中的应力点会跟随速度粒

子一起运动。为验证应力点 SPH 法是否能够模拟流体，本文使用了 Chalk 等人

[169]提出的应力点与速度粒子排布策略，并结合对偶粒子法中的投影法求解器模

拟了流体的溃坝场景，测试结果如图 4-20 所示。测试中两种方法均使用了系数

为 0.05 的人工粘性（XSPH）算法来提高流体的稳定性，但应力点 SPH 法模拟的

流体一旦发生形变，仿真会立即崩溃。导致这一不稳定现象的原因，是应力点 SPH

法中的应力点与速度粒子排布方式不适合模拟流体。如图 4-21 所示，一旦流体

发生大幅度形变，跟随速度粒子运动的应力点很可能发生距离过近甚至重合的问

题，该情况对于压强泊松方程计算的影响很严重，会直接导致求解很难收敛甚至

发散。 
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图 4-20 策略 C 与应力点 SPH 法的对比。 

Figure 4-20 Comparison to Stress-Point SPH Method 

 

图 4-21 Chalk 等人提出的应力点 SPH 法[169]。(a)应力点跟随速度粒子移动；(b)材料未形

变时，速度粒子与应力点的排布较均匀；(c)材料形变时，应力点间很容易距离过近甚至重

合。 

Figure 4-21 Illustration of the Stress-Point SPH method. 

4.7  综合性测试 

为了更充分验证本文方法的稳定性，本节在更为复杂的测试场景中使用对偶

粒子法模拟了不同特性的流体材料。所有的测试都是在安装有 Intel i7-8700k CPU

与 NVDIA Geforce RTX2080 GPU 的个人电脑上进行的。模拟流体的算法中较为

耗时的部分，比如邻域查找、不可压缩性求解、粘性求解等都使用了 GPU 加速。

在所有的测试场景中，测试所使用的时间步长均为 1ms，实粒子与虚粒子的采样

间距均为𝛿𝑥 = 0.005𝑚，所使用的核函数均为三次样条函数形式（Cubic Spline 

Kernel），虚粒子与实粒子的支持域半径均为 2.5 倍的𝛿𝑥。 

4.7.1  与其它粒子法的对比测试 

为了更全面地验证本文对偶粒子方法对于提升流体小尺度细节模拟的作用，
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本小节选择了三种代表性的方法与本文方法进行了对比测试。第一种方法是在计

算机图形学中被广泛使用的粒子法——PBF 法[16]；第二种方法是目前计算机图

形学领域中最先进（State of art）的不可压缩性求解算法——DFSPH 法[97, 114]，

该方法不仅能够消除流体的密度误差，也能够减小速度散度误差，具有较高的效

率和较好的鲁棒性；第三种方法是 VSSPH 法[91]，该方法是错列粒子投影法[102]

结合变分框架[171]改进后的方法，其实现过程使用了梯度修正方案[146]、核函数归

一化、半解析式边界条件[105]以及粒子位置修正（Particle shifting）[46]等能够提高

算法稳定性的技术。 

 

图 4-22 无黏性流体拉伸状态的对比。 

Figure 4-22 Comparison of inviscous SPH fluids in tensile state. 

 

图 4-23 使用了 XSPH 粘性的流体拉伸状态的对比。 

Figure 4-23 SPH Fluids using XSPH model in tensile state. 
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图 4-24 施加了人工粘性（XSPH）与表面张力作用[104]的流体拉伸状态的对比。 

Figure 4-24 SPH Fluids using XSPH model and the surface tension in tensile state. 

为了展示不同方法在模拟流体薄层形态方面的稳定性，图 4-22 中使用不同

方法模拟了重力与惯性作用下的流体拉伸形态。图 4-22 的测试结果说明，无人

工粘性作用下的策略 C 能够非常稳定地维持流体的薄层形态。而相较之下，因为

缺少人工粘性的作用，PBF 法、DFSPH 法、VSSPH 法中模拟的流体粒子运动都

较为杂乱。此外，策略 A 与策略 B 因存在拉伸不稳定问题，其模拟的流体薄层

形态会发生碎裂。为验证人工粘性是否能够有效增强流体拉伸状态的稳定性，图 

4-23 在图 4-22 测试场景中进一步地增加了人工粘性的作用。由测试结果可知，

虽然人工粘性作用能够使粒子的运动相对一致，但依然无法提高拉伸稳定性。

PBF、DFSPH、VSSPH 法模拟的流体薄层发生明显的断裂，而策略 A 与策略 B

模拟的流体因拉伸不稳定问题，粒子出现严重的结块。相较之下，策略 C 依然展

现出了非常稳定的流体薄层形态，拉伸状态下的粒子分布非常均匀。现实世界中，

大多数流体的小尺度运动会很大程度受到流体的表面张力的影响，而且也有研究

表明表面张力作用可以增强流体溅射等细节的模拟质量[104]，因此图 4-24 在图 

4-23 测试基础上进一步增加了表面张力作用的计算，表面张力算法采用具有优异

鲁棒性的 He 等人提出的方法[104]。测试结果显示表面张力虽然能够增强流体的

溅射效果，但依然无法改善 PBF、DFSPH、VSSPH 的拉伸稳定性。 
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图 4-25 两个流体在无重力空间中的碰撞。 

Figure 4-25 Collision of two fluids in gravity-free space. 

为了进一步展示策略 C 在模拟流体薄层方面的优越性，图 4-25 测试了无重

力空间中两流体对撞后形成薄层的过程，其中各流体都被施加了 XSPH 人工粘

性。对撞的两流体以镜像对称的方式排布粒子。对撞发生后，只有策略 C 能够稳

定地模拟流体的拉伸形态，且该方法获得的粒子分布较为均。策略 B 的稳定性虽

然相比策略 A 有小幅度的提升，但依然不明显。 

 

图 4-26 喷泉。 

Figure 4-26 Fountain. 

图 4-26 展示了使用 PBF 法、VSSPH 法、本文方法模拟的喷泉场景，该场景

每组测试中都包含有 100 万个粒子，流体的人工粘性控制系数被设置为 0.05。该

测试中，只有本文方法模拟的喷泉，能够更真实、更自然地表现出水流碰撞到石
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球后在重力作用下的薄层形态。 

 

图 4-27 大粘性不可压缩性流体。 

Figure 4-27 High viscosity incompressibility fluids. 

SPH 的拉伸不稳定问题也会严重影响大粘性流体材料的仿真稳定性。在人们

的日场生活中，经常能见到蜂蜜、果酱等大粘性流体材料的拉丝、薄层的效果。

在使用SPH法模拟这类现象时，虽然粘性计算能够缓解流体的拉伸不稳定问题，

但依然会在模拟中产生错误的断裂。为验证对偶粒子方法是否能够提高大粘性流

体仿真的稳定性，图 4-27 使用 PBF、VSSPH 以及基于策略 C 的本文方法模拟

了大粘性流体材料。该场景中每组流体的粒子数量为 50 万个，粘性基于本文第

5 节方法实现，粘性系数为 500𝑝𝑎 ∙ 𝑠。此外，流体被施加了表面张力作用[104]。

由该图可知，PBF 法模拟的流体在拉伸状态下会快速的断裂，并碎裂成不规则的

流体块，VSSPH 法能够相对更稳定地模拟这一过程，但依然会产生明显的错误。

相较之下，策略 C 则几乎不存在前两种方法的问题，能够稳定地模拟大粘性流体

的拉伸形态。该场景的测试结果进一步被重构成网格并进行了渲染，渲染结果如

图 4-28 所示。 

 

图 4-28 重构了表面网格后的大粘性流体材料。 

Figure 4-28 High viscosity incompressibility fluids are rendered as meshes. 
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4.7.2  更大规模的测试 

 

图 4-29 溃坝场景。 

Figure 4-29 Dam break. 

为了验证本文对偶粒子法模拟大规模复杂场景时的稳定性，并展示其视觉质

量，本小节使用基于策略 C 的对偶粒子法在条件更复杂、更大规模的场景中进行

了测试。 

图 4-29 使用策略 C 模拟了包含有 50 万粒子的流体溃坝场景，并基于测试

后的粒子数据生成了网格。在该测试场景中，流体出现了较为稳定地薄层形态。 

 

图 4-30 坠落的水杯。 

Figure 4-30 Dropping cup. 

图 4-30 使用策略 C 并结合流固耦合算法[172]模拟了装满水的水杯在摔在地

面上的过程。水杯中的水被甩出，并展现出了非常自然的薄层形态。该场景中构

成流体的实粒子数量为 50 万个，虚粒子的数量变化范围为 57 万到 170 万。 
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图 4-31 多个流体的坠落。 

Figure 4-30 Many dropping fluids. 

图 4-31 使用策略 C 模拟了包含 150 万实粒子的场景。该场景中有多个由流

体构成鱼坠落在地面上，产生了丰富的流体小尺度细节。该测试场景中，虚粒子

数量变化范围为 180 万到 410 万个。 

图 4-32 使用策略 C 模拟多个流体撞击固体石像鬼（Gargoyle）后溅起水花

的过程。该场景包含有150万个粒子，流体的人工粘性的控制系数被设置为0.05。

渲染过程中将粒子的速度映射为了颜色。石像鬼固体具有相对复杂的形态，流体

撞击后也相应地产生了尺度多变、形态多样流体溅射。该场景中的构成流体实粒

子数量为 150 万个，虚粒子的数量变化范围为 180 万到 620 万个。 

4.8  本章总结 

本章的研究工作首次提出了基于对偶粒子的不可压缩 SPH 流体投影计算方

法，该方法可以有效抑制 SPH 流体的拉伸不稳定问题，而且能够显著提高流体

小尺度运动细节模拟的稳定性。本章首先讨论了 SPH 流体产生拉伸不稳定问题

的原因，并提出了使用对偶粒子方法来抑制拉伸不稳定问题的策略。对偶粒子法

包含携带有速度的实粒子和作为压强采样点的虚粒子。本章演示了如何使用这两

种粒子离散压强泊松方程与梯度算子，并实现不可压缩性流体仿真。本章的实验

证明了对偶粒子法能够有效克服 SPH 法的拉伸不稳定问题，并可稳定地模拟流

体的溅射、拉丝、薄层等小尺度细节。此外，本文也研究了不同虚粒子分布对不

可压缩计算收敛性与稳定性的影响，并提出了基于 GPU 的空间自适应虚粒子快

速生成方法，以高效高质量地实现稳定的流体仿真。 
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图 4-32 流体与固体石像鬼相撞的过程。 

Figure 4-31 Collision between solid gargoyle and fluids. 
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第 5章   基于对偶粒子法的通用流体仿真引擎 

5.1  引言 

本文上一章提出的对偶粒子法中包含有两部分粒子系统，分别为直接表示流

体的实粒子，以及用于辅助仿真计算的虚粒子。在上一章研究中发现，通过调整

虚粒子采样的策略，可以显著改变流体仿真方法的特性。比如：将实粒子与虚粒

子重合放置，该方法会退化为标准的 SPH 法；若采用策略 B 生成虚粒子，则可

以在不引入过多虚粒子的前提下提高迭代收敛速度与仿真稳定性；若采用策略 C

生成的虚粒子，该方法就能非常有效地抑制 SPH 流体的拉伸不稳定问题。如果

进一步将虚粒子视为欧拉网格，并适当修改标准 SPH 法的离散化方案，则原对

偶粒子法会进一步演变为以 PIC、FLIP 法为代表的粒子网格混合法[35]。因此基

于本文的对偶粒子方法，理论上可以建立一种同时兼容标准 SPH 法、对偶粒子

法、粒子网格混合法等多类粒子方法的通用流体仿真引擎框架（图 5-1）。 

 

图 5-1 基于对偶粒子的流体仿真引擎框架。 

Figure 5-1 A framework for dual-particle based fluid simulation engine. 

为推进本文研究工作的实际应用，推动流体仿真研究的发展，本章将基于前

文讨论的理论和方法，构建一种基于对偶粒子法的高效、通用流体仿真引擎框架。

该流体引擎包含有多种基于粒子法的流体仿真相关算法。为了保证流体仿真具有

较好的计算效率与易用性，本文根据 GPU 硬件特性对算法的框架、仿真策略、

数据结构等方面进行了针对性的设计，使该引擎能够充分利用 GPU 来加速流体

仿真计算。 

由于该仿真引擎能够较容易地实现粒子网格混合法的构建，因此易于在完全

相同的测试条件下研究对比粒子网格混合法与本文对偶粒子法之间的差异。在本

章的研究中发现，相较于 PIC 法、FLIP 法等粒子网格混合法[35]，本文对偶粒子

法模拟的流体，其数值粘性更小且粒子分布更加均匀。针对粒子网格混合法中粒

子分布不均匀的问题，本文使用 SPH 粒子位置修正技术[91]改善了此类方法的粒

子分布，提高其仿真稳定性。 
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5.2  流体仿真引擎的框架设计 

流体仿真是较为复杂的计算任务。完成一项完整的流体仿真任务，常需要用

到多种不同计算步骤，其执行顺序、数据传输的方式等都需要进行合理的配置；

而且仿真计算中需要使用到多种不同的硬件资源及其功能，是否能够合理调配使

用各硬件资源也会直接影响仿真计算的效率。此外，仿真引擎中也需要包含数据

输入输出、仿真过程的实时渲染以及获取用户的交互信息等功能，如何协调这些

过程与仿真计算也直接影响了流体仿真引擎的可用性。 

 

图 5-2 流体仿真引擎系统架构图。 

Figure 5-2 Fluid simulation engine system architecture. 

基于上述考虑，本章设计了如上图所示的流体仿真引擎架构。该流体仿真引

擎的软硬件模块可以划分为 4 个层，其中包括有 CPU、GPU 构成的硬件平台层、

核心仿真算法层、以及为核心算法层提供通用的数学计算和所需功能 API 接口

的基础层，在核心算法层之上是用于配置仿真任务的任务层，该层中的模块用于

实现仿真场景搭建、数据的读入输出、算法模块调配与仿真中间数据的传输控制

等。 

在核心算法层中，包含有两部分算法，一部分是直接模拟流体运动的求解器，

另一部分为协助求解器计算的模块，比如粒子生成、网格生成、邻域查找、碰撞

等模块。本文的流体仿真引擎中包含有较多的仿真算法以及相关模块，执行仿真

任务时常需要使用到不同求解器与模块，其执行顺序与数据管线的配置，则需要

使用任务层来调配。此外仿真过程的渲染、仿真数据的输出、以及用户的交互信

息也会在任务层中进行协调。为了保证仿真计算的效率，引擎的主要计算任务都

是在 GPU 上实现的，因此也需要根据 GPU 特性来设计求解器算法与相关的数据

结构。 
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5.2.1  仿真场景 

 

图 5-3 仿真场景。 

Figure 5-3 Scenes for fluid simulations. 

如上图所示，多数的流体仿真场景可能包括的对象有：仿真域（问题域）边

界、一个或多个流体、一个或多个能够与流体发生碰撞的固体。仿真域边界即是

材料仿真所在空间的最外层边界，只有仿真域空间内的粒子与固体边界会参与仿

真计算。仿真域的边界一般为立方体，可由两个对角顶点的坐标来定义（图 5-3

中的顶点 A 与顶点 B），当引擎检测到有粒子穿过仿真域边界时，需要将粒子位

置修正回仿真域。 

仿真场景中需要使用到与流体产生碰撞作用的固体，本文引擎中流固边界实

现方法有如下两种： 

1. 固体边界法。流体仿真引擎也可以直接读取有向距离场模型或面片形式

的模型作为固体边界。而碰撞模块会用于检测流体是否与固体边界发生碰撞。当

碰撞发生时，可采用如下算法来修正粒子的位置和速度。 

 
𝐈𝐅   (𝐮𝑖

∗)𝐧 > 0 

𝐓𝐇𝐄𝐍    𝐮𝑖
𝑛𝑒𝑤 = [−(𝐮𝑖

∗)𝐧 + 𝛽(𝐮𝑖
∗)𝐟]𝑒

𝛿𝑡 
 (5-1) 

上式中的𝐧为与粒子 i 碰撞的固体边界法向量，(𝐮𝑖
∗)𝐧为这一法线方向的速度，

(𝐮𝑖
∗)𝐟为法线的垂直方向（边界切向方向）的速度，𝑒为自然常数。𝛽为不大于 1 的

整数。当𝛽取 0 时，仿真域边界附近的流体就会被施加无滑移边界条件；当𝛽取

值为 1 时，仿真域边界附近的流体就会被施加自由滑移边界条件。该方法尽管能

够避免流体穿入到固体中，但在流固边界附近由于邻域缺失问题的影响，会导致

边界附近流体粒子分布非常不均匀。 

2.幽灵固态粒子。固态粒子法是在固体所占据区域内均匀的填充幽灵固态粒

子的方法。这种方法能够有效地避免流固边界附近因粒子邻域缺失而导致的流体
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粒子分布不均匀问题。该种边界施加方法经常会发生流体粒子穿入到固体等错误

的情况，为了避免该问题，可在流固边界位置设置有向距离场边界，将幽灵固态

粒子与固体边界法结合使用。 

在引擎中可以存在多种不同材料的粒子，比如流体粒子、固态幽灵粒子等。

所有粒子均可通过读入有限距离场模型文件的方式生成粒子。具体实现方式为：

先读入有向距离模型文件，然后在模型内部采用等间距或泊松分布的方式填充粒

子，并赋予粒子质量、材料类型、速度等属性。其中泊松分布采样粒子在某些场

景中也较为必要，比如模拟大粘性流体的拉伸时，采用泊松分布的流体粒子更不

容易在拉伸状态下被拉断。泊松盘采样的粒子则可通过 Bridson 提出的方法[173]

来获得，但这一方法只能在 CPU 上实现且时间复杂度较高，因此只能在仿真开

始之前的预处理阶段生成。在开始仿真之后，该泊松盘采样的粒子才会被传入到

GPU 的内存中用于计算。 

流体粒子也可通过添加粒子发射器的方式生成。粒子发射器会在每间隔一定

的仿真时间后，在仿真场景中某特定位置添加若干个新的流体粒子。发射器生成

粒子后需要在 GPU 上重新分配内存（显存），以避免过频繁的 CPU 与 GPU 之间

的数据交换影响仿真效率。 

5.2.2  场景节点图与管线 

为说明本文流体仿真引擎的场景搭建方法与仿真任务的执行方式，本节在仿

真引擎上搭建了基于本文 SPH 流体的 SIMPLE 迭代算法，测试如图 5-4 所示的

场景。该场景中的粒子数量为 5.4 万，SIMPLE 迭代次数选择为 5 次，粘性系数

为5 × 104𝑃𝑎 ∙ 𝑠，粒子间距为 0.005m，平滑距离为 0.0125m，时间步长为 1ms。 

 

图 5-4 使用本文 SPH 流体的 SIMPLE 迭代算法模拟冰淇淋。 

Figure 5-4 An ice-cream is modeled by our SIMPLE iterative algorithm. 

图 5-4 中场景中包含有两个对象：用于产生冰淇淋流体的发射器，用于表示

托盘的固体边界。该场景中使用到了多种求解器与模块，包括粒子邻域查找模块、
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基于 SPH 法的 SIMPLE 迭代求解器、粒子位置更新模块、以及流体与固体的碰

撞模块。该场景的节点图如下图所示。 

 

图 5-5 使用本文流体仿真引擎模拟的冰淇淋场景节点图。 

Figure 5-5 Node diagram of the ice cream scenario in our fluid simulation engine. 

在仿真开始后，流体仿真引擎会从仿真场景的根节点开始遍历其各个子节点，

在场景节点 A 中，存储有流体粒子的速度、位置、属性等信息，同时它有另一个

子节点——存有固体边界与固体碰撞模块的场景节点 B。流体在模拟过程中待执

行的求解器与模块均挂载在场景节点 A 上。当仿真开始后，该模拟任务执行的

时序图如下图所示。 

 

图 5-6 使用本文流体仿真引擎模拟的冰淇淋场景（图 6.3 场景）时序图。 

Figure 5-6 Timing diagram of the ice cream scenario (Figure 6.3) in our fluid simulation 

engine. 

仿真开始后，引擎会先执行场景节点的初始化过程，然后再开始后续的仿真

计算。在仿真的每一帧计算中，场景节点 A 与节点 B 上挂载的求解器与模块都

会按照预设顺序被执行。在场景节点的模块计算开始前与计算完毕后，需要进行

相应地前处理计算与后处理计算，比如图 5-4 场景中的流体粒子发射器，就需要

在场景节点 A 前处理阶段执行。 
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5.2.3  数据结构 

 

图 5-7 流体仿真引擎的应用示例。 

Figure 5-7 An application example of our fluid simulation engine. 

流体仿真过程中包含有大量可并行的计算，非常适于使用 GPU 硬件来提高

引擎的计算效率。但对于直接面向用户的一些接口和功能，如参数设置、场景数

据导入等，则更适于在 CPU 上实现。因此流体引擎的设计要充分考虑结合 CPU

与 GPU 的特性。基于上述考虑，本文流体仿真引擎应用示例如上图所示。 

 

图 5-8 基于 GPU 的粒子质量密度计算。  

Figure 5-8 Calculation of particle mass density based on GPU. 

为了便于实现在 GPU 上的并行计算，引擎中粒子、虚粒子或网格的各参数

以分别独立的数组方式存储于 GPU 的显存中，这种存储方式易于实现在 GPU 上

的并行计算。此处以粒子的质量密度计算为例对这一过程进行说明。如图 5-8 所

示，密度求解器首先会经由场景节点读取该场景中存有粒子位置的数组，并开辟

出一定量的线程对这一数组进行计算，线程的编号与密度数组索引相对应。密度

求解步骤开始之后，每个线程会根据粒子的邻域列表来查找粒子坐标数组中对应

元素，并基于式(2-40)进行各粒子质量密度的计算，计算结果会依据线程的编号

分别存储于密度数组对应位置中。 
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5.2.4  邻域查找 

在 SPH 法中，流体的粘性计算、不可压缩性计算等都需要使用到粒子的邻

域，即：每个粒子的相邻粒子。因此在每一帧仿真的最初阶段，均需要进行粒子

邻域查找。而粒子邻域查找计算的时间与空间复杂度较高，因此合理的粒子邻域

查找策略以及粒子的邻域列表的存储方式，对于提高引擎整体的计算效率至关重

要[68]。 

若通过遍历全部仿真域中粒子的方式来查找各粒子的邻域，会导致邻域查找

计算的时间复杂度过高（O(n2)），而严重影响仿真的效率。因此可在邻域查找计

算前先使用空间均匀网格根据粒子位置对粒子进行分组，在邻域查找计算时只查

询特定分组中粒子，即可快速加速粒子邻域查找过程[68]。 

由于流体运动的不可预测性，每个粒子的邻域数量并不确定，而如果每个粒

子都使用单独的数组来存储其邻域，会引入大量内存分配、释放等操作，不仅影

响计算效率，而且难以在 GPU 上高效地实现。为了避免过于频繁的内存分配操

作，本文采用了 Array List 方式存储各粒子的邻域（图 5-9）。粒子的邻域对象中，

包含有三个数组：用于存储所有粒子的邻域粒子编号的数组 C，存储各粒子的邻

域在数组 C 中位置的数组 A，以及存储粒子邻域数量的数组 B。求解器在执行过

程中，只需要简单的计算即可获取已完成查找的粒子 i 的邻域索引。 

 

图 5-9 粒子邻域的存储方式。 

Figure 5-9 Particle neighborhoods data structure. 

5.3  粒子网格混合法求解器 

求解器是流体仿真引擎的核心部分，流体的不可压缩性、粘性、表面张力等

特性的模拟计算都需要使用求解器来实现。由于本文仿真引擎中流体使用粒子来

表示，因此流体相关求解器适于使用 SPH 法来实现。此外，为了扩展本文流体

仿真引擎的功能，同时进一步探究对偶粒子法与粒子网格混合法的差异性，本文

的流体引擎中引入了基于粒子网格混合法的不可压缩性仿真方法。 

SPH 法相关的求解算法，在本文前几章已有较为详细的介绍，而粒子网格混
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合法的讨论尚未涉及。因此本节将会对流体仿真引擎中的粒子网格混合法求解器

进行讨论与介绍。 

5.3.1  粒子网格混合法概述 

粒子网格混合法是一种结合欧拉视角网格与拉格朗日视角粒子方法（图 

5-10）。在粒子网格混合法中，其压强投影计算过程与欧拉网格方法中的投影计

算过程是完全相同的；其粒子主要用于追踪流体的位置，同时携带流体的速度等

物理量。 

 

图 5-10 粒子网格混合法。 

Figure 5-10 Hybrid particle-grid method 

5.3.2  粒子网格混合法中的对流计算 

参考 Fei 等人的研究[35]，若根据粒子与网格之间速度插值方法做区分，可以

将粒子网格混合法划分为三类：PIC 法、FLIP 法、NFLIP 法，以下是这三种方法

的讨论及其实现方式。 

（1）Particle In Cell (PIC)。这类方法中，速度和动量会直接在粒子与网格

之间进行插值[82]。经过 P2G（Particle-to-grid，粒子到网格的插值）插值后，其速

度不会再被保留在粒子上；类似地，经过 G2P（Grid-to-particle，网格到粒子的插

值）插值后，网格上的信息也会被删除。由于这种方会引入严重的数值耗散，因

此更高阶精度的插值方法被陆续引入到 PIC 方法中，以减小插值过程中引入的耗

散，例如 APIC（Affine PIC）方法[84]、Poly-PIC 方法[85]等。此处以标准的 PIC 法

为例，P2G 与 G2P 过程的计算公式为[35]： 

PIC P2G: 𝑚𝑔𝐮𝑔
𝑛 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝑚𝑝𝐮𝑝

𝑛

𝑝
 (5-2) 

PIC G2P: 

{
 

 𝐮𝑝
𝑛+1 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝐮𝑔

∗

𝑔

𝐱𝑝
𝑛+1 = 𝐱𝑝

𝑛 + 𝛿𝑡∑ 𝑤𝑔𝑝𝐮𝑝
∗

𝑔

 (5-3) 

其中𝑚𝑝为粒子的质量，𝑤为粒子网格混合法中插值函数[4]，𝐮𝑔
∗为经过不可压

缩性计算后得到的无速度散度误差的网格速度，𝐱为粒子的位置。 

（2）Fluid-Implicit-Particles (FLIP)。FLIP 法是一种对网格速度与粒子速度
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进行混合的技术。该方法中粒子上的高频速度场在G2P过程中被部分保留下来，

以降低 PIC 法中因频繁在粒子与网格间插值而引入的数值耗散[86]。FLIP 法的

P2G 与 G2P 过程的方程如下。 

FLIP P2G: 𝑚𝑔𝐮𝑔
𝑛 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝑚𝑝𝐮𝑝

𝑛

𝑝
 (5-4) 

FLIP G2P: 

{
 
 

 
 𝐮𝑝

𝑛+1 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝐮𝑔
∗

𝑔
+ 𝛼 (𝐮𝑔

𝑛 −∑ 𝑤𝑔𝑝𝑚𝑝𝐮𝑝
𝑛

𝑝
)

𝐱𝑝
𝑛+1 = 𝐱𝑝

𝑛 + 𝛿𝑡∑ 𝑤𝑔𝑝𝐮𝑝
∗

𝑔

 (5-5) 

其中，𝛼为控制 FLIP 与 PIC 之间速度混合强度的系数，该系数决定了保留

在粒子上高频速度的比例，如果𝛼非常接近于 1，那么上述方法可以有效地降低

流体仿真过程中数值耗散，但与此同时粒子的运动也会更加的混乱[84]。 

（3）Naturally-modified FLIP (NFLIP)。参考 Fei 等人的研究[35]，NFLIP 的

G2P 与 P2G 操作可以用下述方程表示[4]。 

NFLIP P2G: 𝑚𝑔𝐮𝑔
𝑛 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝑚𝑝𝐮𝑝

𝑛

𝑝
 (5-6) 

NFLIP G2P: 

{
 
 

 
 𝐮𝑝

𝑛+1 =∑ 𝑤𝑔𝑝𝐮𝑔
∗

𝑔
+ 𝛼 (𝐮𝑔

𝑛 −∑ 𝑤𝑔𝑝𝑚𝑝𝐮𝑝
𝑛

𝑝
)

𝐱𝑝
𝑛+1 = 𝐱𝑝

𝑛 + 𝛿𝑡∑ 𝑤𝑔𝑝
𝑔

𝐮𝑝
𝑛+1

 (5-7) 

与标准的 FLIP 法相比较，NFLIP 最主要的区别是使用𝐮𝑝
𝑛+1来更新粒子位置，

而非𝐮𝑝
∗。由于粒子上的高频速度也同时参与了粒子位置的更新，因此相比于 FLIP

法，NFLIP 可以进一步降低数值耗散。若上式中的系数𝛼取值设置为 1 时，则在

G2P 过程中，网格向粒子插值的不再是速度场，而是速度场的增量，其本质为不

可压缩性求解获得的压强力。 

5.3.3  粒子网格混合法中的不可压缩性 

 

图 5-11 粒子网格混合法的实现方式。 

Figure 5-11 The implementation of hybrid particle-grid method. 
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粒子网格混合法求解器中包含有两部分计算（如上图所示），第一部分计算

为对流计算，即上节中介绍的 P2G 与 G2P 操作；第二部分计算为不可压缩性计

算，不可压缩性计算的实现方法有两类，第一类是基于网格的投影计算[70]；第二

类是采用显式状态方程的计算。以下是这部分算法实现方式的介绍。 

 

图 5-12 二维网格的索引。 

Figure 5-12 Index of a 2-d Eulerian grid. 

（1）投影法：网格投影法实现流程与第 4 章讨论的 SPH 投影法基本相同，

即首先根据压强泊松方程求解出压强，然后根据压强更新流体速度。以 2 维空间

为例，基于网格的速度散度计算方法如下： 

  ∇(𝑖,𝑗) ∙ 𝐮 =
1

2
(
𝐮(𝑖+1,𝑗) − 𝐮(𝑖−1,𝑗)

∆𝑥
+
𝐮(𝑖,𝑗+1) − 𝐮(𝑖,𝑗+1)

∆𝑥
) (5-8) 

其中∆𝑥为网格间距；为便于理解，本小节中下标(𝑖, 𝑗)表示网格的索引（图 3-12）。

基于网格的压强拉普拉辛离散化方法如下： 

  ∇(𝑖,𝑗) ∙ ∇𝑝 = (
4𝑝(𝑖,𝑗) − 𝑝(𝑖+1,𝑗) − 𝑝(𝑖−1,𝑗) − 𝑝(𝑖,𝑗+1) − 𝑝(𝑖,𝑗−1)

∆𝑥2
) (5-9) 

施加了狄雷克利边界条件后，基于上述的离散化方法即可实现压强泊松方程

的求解，求解出压强后即可更新网格上的流体速度： 

  𝐮(𝑖,𝑗)
𝑛𝑒𝑤 = (

𝑝(𝑖+1,𝑗) − 𝑝(𝑖−1,𝑗)

2∆𝑥
𝑝(𝑖,𝑗+1) − 𝑝(𝑖,𝑗−1)

2∆𝑥

)  (5-10) 

（2）显式状态方程法：该求解器算法的设计借鉴了 Tampubolon 等人[174]的

方法。尽管投影法能够获得较为精确的计算结果和较好的稳定性，但计算需要进

行迭代，代码实现相对复杂[70]。相较之下，基于显式状态方程的方法则更为简单

[174]。这一方法中无需计算压强泊松方程，只需如下公式即可直接获得网格上的

流体压强。 

  𝑝(𝑖,𝑗)
𝑛𝑒𝑤 = 𝐸(∇(𝑖,𝑗) ∙ 𝐮)  (5-11) 
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上式中的𝐸为流体的刚度系数，∇(𝑖,𝑗) ∙ 𝐮为网格位置上流体的速度散度。该方

法中的刚度系数取值过大或过小都可能造成算法的不稳定，需要根据仿真场景选

取合适的值。经过上述方法获得了网格上的压强后，即可根据公式(5-10)计算满

足不可压缩性条件的网格速度，然后将网格速度插值回粒子，完成粒子的速度和

位置的更新，使流体粒子的速度满足无散度约束条件。 

然而，由于上述两种不可压缩性求解方法中不包含流体密度的修正项，因此

在模拟过程中很容易发生体积丢失的问题。本文中 4.4.1 节中用于消除漂移误差

的方法可以改善这一问题。当网格上的流体密度大于流体静止时的密度𝜌0时，网

格上会产生相应抵抗压缩的压强。在显式状态方程法中与投影法中，均可使用如

下的方程来补偿速度散度，可避免因密度误差积累导致流体发生严重的体积丢失

问题。 

  (∇(𝑖,𝑗) ∙ 𝐮)
𝑛𝑒𝑤

= (∇(𝑖,𝑗) ∙ 𝐮)
𝑜𝑙𝑑

+ 𝜅
max(𝜌(𝑖,𝑗) − 𝜌0, 0)

𝜌0∆𝑡
 (5-12) 

其中𝜅为一常数，网格密度𝜌(𝑖,𝑗)可直接使用原对偶粒子法中的虚粒子密度来计算。 

由于粒子网格混合法中执行对流计算的主体是粒子，因此基于 SPH 粒子的

粘性计算、表面张力计算、与固体边界之间的碰撞的相关计算等，均可直接施加

于粒子网格混合法模拟的流体之上，并可以产生稳定的结果。 

5.4  虚粒子采样方法与稀疏空间网格 

由于本文上一章提出的对偶粒子框架具有较好的可扩展性，因此在本章流体

仿真引擎将以对偶粒子方法作为仿真部分的核心框架，通过设置不同的虚粒子采

样方法实现不同方法下的流体仿真，获得不同的流体运动特性。参考本文 4.5 节

的讨论，三种虚粒子采样策略对应的仿真方法讨论如下： 

第一种是使实粒子与虚粒子的位置重合，即共位置策略（策略 A）。使用这

种采样策略时，对偶粒子方法完全等价于标准的 SPH 法。此时可适当调整粒子

邻域查找模块，避免因虚粒子的存在而引入额外计算资源。 

第二种是通过微调虚粒子位置，获得更均匀分布的策略，即：粒子微移策略

（策略 B）。使用此策略时，流体会在不引入过多虚粒子的情况下，获得比标准

的 SPH 法更稳定的仿真结果，而且压强计算的收敛速度也相对更快。 

第三种是在实粒子附近生成网格形态的虚粒子，即：空间自适应策略（策略

C）。 此时对偶粒子法具有较好地稳定性，可以稳定地模拟拉伸形态的流体，而

且该种仿真策略可适配于粒子网格混合法，在不花费太多的存储空间的情况下作

为 PIC、FLIP、NFLIP 法的背景网格。相比于采用八叉树的方法，本文对偶粒子

策略 C 生成的空间稀疏网格结构不存在较难处理的 T-Junction 问题[13, 15, 175]，因

此无需对 4.5.2 节中粒子网格混合法进行修改，即可直接与之适配。 
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需要注意的是，策略 C 生成的空间稀疏结构网格并不能根据其索引直接判

断虚粒子位置，因此查找这类网格的邻域网格时，也需要用使用到 SPH 法中的

邻域查找算法。 

5.5  粒子网格混合法的研究 

在实现流体仿真引擎的搭建后，搭配使用不同求解器构建流体仿真场景的操

作就会变得较为简洁，相应地也可更合理、更直接地对比研究不同流体仿真方法

的特性。本节将使用上述的流体仿真方法，在完全相同的条件下对比研究本文对

偶粒子法与粒子网格混合法之间的区别；由于本文的流体仿真引擎中很容易实现

不同仿真算法的组合，因此在本节的研究中，使用了 SPH 法粒子位置修正技术

（Particle Shifting）改善了在粒子网格混合法中的粒子分布不理想的问题。 

5.5.1  对偶粒子法与粒子网格混合法的对比研究 

基于上文的讨论与分析可知，本文采用策略 C 的对偶粒子法与 PIC、FLIP 等

粒子网格混合法[35]相比较，两者具有一定的相似性，即：对偶粒子法策略 C 中

的虚粒子类似于粒子网格混合法中的欧拉网格。然而这两类方法在本质上是非常

不同的。本小节在相同条件下使用两组方法模拟了流体的运动，并对测试结果进

行了研究讨论，分析导致其仿真效果不同的原因。 

图 5-13 使用本文流体仿真引擎模拟了流体溃坝场景，测试中粒子网格混合

法与对偶粒子法所使用的各项参数条件保持了一致，如重力加速度、粒子与固体

边界的碰撞实现方法、下落时的初速度等。此外所有方法的收敛阈值均设置为最

大误差的 10-4；粒子网格混合法的网格分辨率与对偶粒子法的虚粒子分辨率相同；

所有方法均没有使用人工粘性。测试结果显示粒子网格混合法模拟流体运动过程

中，粒子的分布普遍不够均匀，而且表现出了较大的数值粘性。尽管将 NFLIP 的

系数𝛼设置为 1.0 后，能够观察到其数值粘性有所降低，但其粒子的运动变得非

常的杂乱[35]。相比较之下，策略 C 获得了非常均匀的粒子分布，流体运动过程

中也展示出了更为稳定的薄层形态。 
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图 5-13 策略 C 与粒子网格混合法的对比。 

Figure 5-13 Comparison of our method with S.C. and hybrid particle-grid methods. 

理论上粒子网格混合法不存在 SPH 法中的拉伸不稳定问题，但上述场景的

测试结果显示，对偶粒子法模拟的流体，其粒子分布更均匀，流体的薄层形态能

够更稳定地维持。导致两类方法模拟结果相差较大的原因是多方面的，具体如下。 

（1）速度散度计算不同。对偶粒子法中，不需要使用类似于 P2G 将速度或

动量从粒子插值到网格上的操作，其速度散度的计算结果虽然存储在虚粒子上，

但速度散度是直接使用实粒子计算的，本质上为实粒子的散度（式(4-14)）；而在

粒子网格混合法中，流体速度首先需要插值到网格上，然后在网格上计算获得速

度散度，因此其本质为网格速度的散度。 

（2）压强梯度的计算不同。在对偶粒子法中，实粒子位置上压强的梯度是

由虚粒子直接计算获得的（式(4-19)），然后直接用来更新实粒子的速度；而在粒

子网格混合法中，压强梯度完全被定义在了网格上，并用来更新网格上的速度，

待投影计算完成后才会将网格上的速度通过 G2P 过程插值回粒子。计算过程不

仅繁琐，而且可能会引入耗散。 

（3）压强泊松方程系数矩阵的元素计算方法不同。在对偶粒子法中，虚粒

子携带有密度、体积等物理量，这与标准 SPH 法中的粒子较为相似。因此使用

虚粒子离散的压强泊松方程系数矩阵中的元素，均包含有流体体积等相关信息

（式(4-11)）。而在粒子网格混合法中，其压强泊松方程使用欧拉网格投影法实现，

远离流体边界的网格对应的元素均为相同值，其中包含的信息少于对偶粒子方法

（式(5-9)）。 

图 5-14 为标准 SPH 投影法、对偶粒子法、粒子网格混合模拟流体时的管线

图对比。相比较之下，本文的对偶粒子法在操作步骤方面要比粒子网格混合法更

简便。 
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图 5-14 标准 SPH 投影法、本文的对偶粒子法与粒子网格混合法的管线图（Pipeline）对

比。 

Figure 5-14 The pipeline of the original SPH projection method, our dual-particle approach 

and the hybrid particle-grid method. 

5.5.2  粒子-网格混合法中粒子杂乱问题的改进方法 

在上一节中的对比测试中（图 5-16），可发现粒子网格混合法中粒子分布是

较为杂乱的。这是由于粒子网格混合法中缺少粒子之间直接的相互作用，导致粒

子相聚过近时粒子间不能产生合适的排斥力。该问题在模拟小规模场景时会表现

的更为明显。为改善这一问题，Ando 等人提出在粒子之间施加微弱弹簧力（Weak 

spring force）[176]，但这一方法只能在粒子间提供有限的斥力，不能立即改善粒

子分布不均问题；而若将该力调大，则可能会引起粒子间的震荡。Um 等人则提

出，在粗网格之上叠加使用更高分辨率的网格的方法，该方法使用高分辨率网格

来修正粒子间的位置以改善粒子分布[177]。但这一方法依然不在粒子间产生直接

斥力，因此其效果有赖于细网格的高分辨率。 

SPH 法中，改善粒子分布的方法已经较为成熟，其中较为常用的方法是粒子

位置修正技术（Particle Shifting）[91, 156, 178, 179]，该技术通过菲克定律（Fick Law）

来实现粒子位置的修正，即粒子总是从高浓度位置流向低浓度位置。该方法中粒

子的修正量计算可视为能量优化问题，其中一种常用的能量函数为： 

  E𝑖 =
1

2

‖𝐱𝑖 − 𝐱𝑖
𝑜𝑙𝑑‖

2

𝑑0
2 +

𝜆

4
(
𝜌𝑖
𝜌0
− 1)

2

  (5-13) 

上式中的𝜆为常数。使用上述公式作为能量函数的方法中，粒子每次迭代的位置

修正量即为： 

  𝛿x𝑖 = 𝜁∇𝑖E  (5-14) 

其中，𝜁为控制粒子位置修正量取值的系数。 

不同的流体仿真算法具有不同的特性，基于本文的流体仿真引擎可以将两种

相差较大的流体算法相互结合使用，通过取长补短的方式明显改善流体的仿真质

量。因此在本文流体仿真引擎中，可以将 SPH 法中的粒子位置修正技术（Particle 
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shifting）[91, 156, 178, 179]引入到粒子网格混合法中来解决 PIC 法、FLIP 法等方法

中粒子分布不均的问题。 

图 5-16 为使用本文流体仿真引擎模拟的粒子网格混合法流体，该场景在本

文流体仿真引擎中的搭建方式如图 5-15 所示。在该场景中，流体粒子采用等间

距均匀采样的方式进行初始化。图 5-15(a)展示的结果表明，PIC 法[180]、APIC 法

[84]、FLIP 法[181]、NFLIP[35]法模拟的流体粒子会逐渐变得不均匀（图 5-16(a)）。

而在使用了 SPH 法中的粒子位置修正技术之后，流体粒子的分布被明显地改善

（图 5-16(b)）。 

 

图 5-15 粒子网格混合法测试场景（图 5-16）的节点图。 

Figure 5-15 The node diagram of the hybrid particle-grid method (Figure 5-13). 

5.6 本章总结 

本章基于对偶粒子方法的架构设计了能够兼容标准 SPH 法、对偶粒子法以

及粒子网格混合法的通用粒子法流体仿真引擎。本章介绍了该引擎的架构、仿真

场景的搭建方法、仿真任务的实现流程。由于对偶粒子法中的策略 C 的虚粒子采

样方法类似于具有空间稀疏结构的欧拉网格，因此可以将其作为粒子网格混合法

中的背景网格，而且相比于常用的八叉树网格，策略 C 获得的网格不存在 T-

Junction 的问题。基于这种通用的仿真引擎便于实现不同流体模拟方法的对比，

因此本章对比研究了对偶粒子法与粒子网格混合法的区别。在测试中发现，由于

对偶粒子法使用了完全不同的离散化与插值方案，因此获得的流体粒子的分布更

加均匀。为改善粒子网格混合法中粒子分布不理想的问题，本节引入了 SPH 法

中的粒子修正技术，并将其与粒子网格混合法结合，有效地改善了粒子网格混合

法的仿真质量。 
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图 5-16 粒子网格混合法模拟的流体在使用粒子修正技术之前与之后的对比。 

Figure 5-16 Comparison of fluids simulated by hybrid particle-grid method before and after 

using particle shifting technique. 
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第 6章   总结与展望 

6.1  本文总结 

SPH 法是计算机图形学领域中实现流体仿真的主要技术之一。虽然发展多

年，但 SPH 法依然存在着数值计算不稳定问题，导致其模拟大粘性流体、流体

的拉伸状态等场景时稳定性较差。为了进一步拓展 SPH 法的应用潜力，推动物

理仿真技术的发展，本文从数值计算稳定性方面对 SPH 法展开研究。本文每章

内容的总结如下： 

在第一章中，本文首先介绍了 SPH 流体的研究意义，讨论了 SPH 法模拟流

体粘性、不可压缩性研究的发展及其存在的问题，然后简要说明了本文的研究内

容与组织结构。 

在第二章中，本文介绍了连续介质力学中有关流体不可压缩性、粘性方面的

基础理论，然后介绍了使用 SPH 法实现流体仿真的基本方法及其离散化方法。 

在第三章中，本文研究了 SPH 法中粘性与不可压缩性之间的冲突问题，并

首次提出了适用于粘性不可压缩 SPH 流体的 SIMPLE 迭代算法。该方法对不可

压缩性与粘性计算进行总体迭代，可逐渐减轻两者之间的相互干扰，使大粘性流

体能够产生更锐利、更丰富的表面细节，更稳定地保持形态。此外，本章也研究

了非牛顿流体的高效仿真方法，实现了基于 Cross 模型的剪切变稀流体、剪切增

稠流体在大时间步长下的稳定仿真。 

在第四章中，本文研究了 SPH 流体的拉伸稳定性问题，首次提出了可有效

抑制拉伸不稳定问题的对偶粒子架构，并构建了基于对偶粒子的投影计算方法，

该方法可大幅度提高流体小尺度运动细节模拟的稳定性。研究中发现，作为压强

采样点的虚粒子，其分布的均匀性对于提升 SPH 流体的数值稳定性方面非常重

要。因此，本章设计了基于 GPU 快速生成空间紧凑自适应分布虚粒子的方法，

以高效高质量地实现稳定的流体仿真。 

在第五章的研究中，本文基于对偶粒子法提出了一种通用的流体仿真引擎。

该仿真引擎可兼容标准 SPH 法、对偶粒子法与粒子网格混合法，文章介绍了该

流体仿真引擎中的实现架构、仿真场景的搭建方式与仿真管线的设计，并探讨了

PIC、FLIP、NFLIP 等粒子网格混合法求解器的实现方法。研究中发现，对偶粒

子方法中的空间自适应虚粒子生成策略，非常适合作为粒子网格混合法的背景网

格。由于粒子网格混合法与本文提出的对偶粒子法有一定相似性，本章使用该仿

真引擎对比研究了两者的区别，试验发现粒子网格混合法中的粒子分布非常不均

匀。为改善此问题，本节引入了 SPH 法中的粒子修正技术，并将其与粒子网格

混合法结合，有效地改善了粒子网格混合法的仿真质量。这一研究凸显了开发通

用粒子仿真引擎的必要性。 
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6.2  未来展望 

本文对 SPH 流体中不可压缩性与粘性间的干扰，以及拉伸不稳定等数值不

稳定问题展开了研究，并取得了较好的进展。但是在本文的研究工作中尚存在着

一些问题，有待于进一步完善。首先，基于 SIMPLE 迭代的策略尽管能够提升大

粘性流体的仿真质量，但由于其迭代收敛较慢，而且每次迭代的计算量较大，导

致计算较为耗时；第二，基于对偶粒子法的研究，虽然能够有效提升 SPH 流体

的拉伸稳定性，但该方法无法实现核函数归一化，导致其计算精度不够高；第三，

为了获得较好的仿真质量，对偶粒子法计算过程中需要引入较多的虚粒子，而这

也会导致仿真效率较差；第四，本文第五章提出的通用流体仿真引擎，现阶段只

能用于仿真流体材料，能够应对的仿真场景过于局限。针对本文研究中尚未解决

的问题，并扩展本文研究的深度与广度，我们计划在未来的研究工作中朝着以下

几方面继续探索： 

（1）针对基于 SPH 法的 SIMPLE 迭代算法收敛速度较慢的问题，可尝试通

过结合 Projective Dynamics 方法[108, 182]，改进 SIMPLE 迭代策略，以及加速其收

敛速度。如果能够构建出粘性不可压缩性流体的统一求解器，理论上可以完全避

免粘性与不可压缩性之间的冲突，同时有效提高算法的计算速度。 

（2）仿真计算中不同求解步骤之间的相互干扰问题是普遍存在的，比如粘

弹性流体中，粘性、弹性、不可压缩性之间也存在着相互干扰问题。而本文提出

的 SIMPLE 迭代策略，理论上可以扩展到更广泛的领域中，解决更复杂场景与材

料模拟的数值稳定性问题。 

（3）由于对偶粒子法在模拟流体时，会引入大量的虚粒子，这导致粒子邻

域查找过程较为耗时。如果能够针对虚粒子的空间特性对邻域查找算法进行优化，

比如结合八叉树网格、空间哈希表等技术，则可以大幅度提高对偶粒子法的仿真

效率。 

（4）对偶粒子法的研究中，现阶段压强泊松方程与动量方程的离散化方法

使用的均为零阶一致性方案。如果在离散化过程中使用更高阶精度的计算方法，

比如引入核归一化条件，结合移动最小二乘法、RBF 法等，理论上可以进一步提

对偶粒子法的数值计算稳定性。 

（5）对偶粒子法已被证明能够有效抑制 SPH 法流体的拉伸不稳定问题，而

且相比于粒子网格混合法计算过程更加的简洁、稳定，因此可以考虑将其进一步

扩展到粘性、弹性、塑性、边界处理等多方面的研究工作中，进而建立起一套完

整、高效、稳定、全新的物理仿真体系，并以此为基础建立更完善的物理仿真引

擎。 
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附录一  第三章部分测试场景的单帧平均计算时间统计 

本文第三章中部分测试场景的技术统计如下表。其中 s 代表时间单位秒，ms

代表时间单位毫秒，k 代表数量单位千。 

场景 粒子 粘性(𝑝𝑎 ∙ 𝑠) 表面张力 时间步长 SIMPLE 迭代 粘性计算 压强计算 总时间 

图 3-9(a) 22k 5000 0.0005 1.0ms 1 4.1ms 5.2ms 0.036s 

图 3-9 (b) 22k 5000 0.0005 1.0ms 2 4.1ms 5.2ms 0.045s 

图 3-9 (c) 22k 5000 0.0005 1.0ms 4 4.1ms 5.2ms 0.064s 

图 3-9 (d) 22k 5000 0.0005 1.0ms 8 4.1ms 5.2ms 0.11s 

图 3-9 (e) 22k 5000 0.0005 1.0ms 16 4.1ms 5.2ms 0.19s 

图 3-13(d) 36k 5000 0 1.0ms 1 5.3ms 8.2ms 0.061s 

图 3-13 (e) 36k 5000 0 1.0ms 5 5.3ms 8.2ms 0.11s 

图 3-13 (f) 36k 5000 0 1.0ms 10 5.3ms 8.2ms 0.18s 

图 3-14(e) 5k 5000 0 1.0ms 1 1.0ms 1.7ms 0.011s 

图 3-14 (f) 5k 5000 0 1.0ms 5 1.0ms 1.7ms 0.020s 

图 3-15(a) 36k 0 0 1.0ms 1 5.5ms 0 0.032 

图 3-15 (b) 36k 300 0 1.0ms 2 5.5ms 4.4ms 0.051 

图 3-15 (c) 36k 5×107 0 1.0ms 2 5.5ms 13.1ms 0.070 

图 3-16 136k 3, 
100, 
5×105 

0 1.0ms 2 31ms 49ms 0.27s 

图 3-17 975k 5×104 0 1.2-1.9ms 4 82ms 171ms 0.38s 

图 3-19 48k 动态 0 2.0-3.0ms 5 6.3ms 9.1ms 0.15 

图 3-20 103k 动态 0 1.0ms 2 17ms 41ms 0.38 

图 3-21 左 104k 5×106 0 1.0ms 1 16ms 37ms 0.13 

图 3-21 右 104k 5×106 0 1.0ms 5 16ms 37ms 0.34 

图 3-23 462k 400 0.002 1.4-2.2ms 2 65ms 135ms 1.6s 

图 3-24 1068
k 

200 
300 
5×104 
5×105 

0, 
0.0005 

1.0ms 5 90ms 203ms 2.4s 
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附录二  第四章部分测试场景的单帧平均计算时间统计 

本文第四章中，部分测试场景的技术统计如下表。其中 s 代表时间单位秒，

k 代表数量单位千，M 代表数量单位百万。 

场景 方法 实粒子数量 虚粒子数量 压强计算时间 虚粒子生成时间 总计算时间 

图 4-15  

策略 C 237k 312k-401k 0.18s 0.024s 0.32s 

策略 B 237k 237k 0.16s 0.032s 0.29s 

策略 A 237k 237k 0.16s - 0.26s 

图 4-22 

策略 C 72k 97k-600k 0.067s 0.005s 0.12s 

策略 B 72k 72k 0.051s 0.007s 0.084s 

策略 A 72k 72k 0.051s - 0.086s 

图 4-25 

策略 C 144k 0.2M-1.0M 0.120s 0.010s 0.20s 

策略 B 144k 144k 0.094s 0.018s 0.18s 

策略 A 144k 144k 0.095s - 0.16s 

图 4-26 策略 C 1.0M 1.8M-6.2M 1.1s 0.061s 1.6s 

图 4-27 策略 C 520.2k 0.6M-1.5M 0.43s 0.038s 0.87s 

图 4-30 策略 C 505k 0.57M-1.7M 0.81s 0.060s 1.9s 

图 4-31 策略 C 1.5M 1.8M-4.1M 1.4s 0.082s 2.4s 

图 4-32 策略 C 1.5M 1.8M-6.2M 1.5s 0.096s 2.6s 
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致  谢 

时光如梭，飞逝而去，回念往昔，历历在目，思绪万千，如江河、如残云、

如砂砾、如树木、如金石，难以尽叙。此生修行路上，无数人赐予我恩义、赠予

我炽烈深情、送予我期待与关心，纵然穷尽我终生，亦无以为报。此生求学之行

已近止结，此刻寸阴若岁，欲将心中难以名状之情，用苍白文字描述一二，聊表

谢意。 

 

（一）梦想。 

自幼我就十分羡慕科研工作者，羡慕他们能够在人类认知的极限之处求索，

羡慕他们是推动文明进步的中坚力量。离开校园工作多年之后，这份羡慕之情也

愈加强烈。在决定回到学校读博之后，我遇到了改变我生命轨迹的导师——王文

成老师。王老师引领我来到了计算机图形学的桃源深处，让我与这构建梦想世界

的技术结缘，从此我踏上了“圆梦”之旅。王老师渊博的知识、严谨的治学风格、

一丝不苟的工作态度，引领我逐渐深入我的研究方向之中；而在求学之外，王老

师随和、温暖而又坚定的态度，总是能够给予我感动和继续前行的力量。感谢王

老师无私给予我的一切，能够成为王老师的学生是我此生的荣幸，在此我想向王

老师表达我的感谢，祝愿王老师身体健康，事事顺心如意！ 

天赋异禀、才华横溢、为人随和、内心坚毅，是我梦想中的完美人设。在我

博士求索之路上，我遇到了这样一位小说主角般传奇的老师——何小伟老师。何

老师教会了我无数的知识和技能，为我指点了科研的方向，也在生活上给我无微

不至的关心。他如奔流般的思维，总是能够在研究中另辟蹊径；他宽广无垠的知

识和技术储备，总是能解决一切难题；他高深莫测的数学功底，总是让我叹为观

止；而他随和、谦虚、温柔而又坚定的性格和处事态度，让我无比的钦佩；与何

老师相处的日子里如沐春风般的美好。 

“夫子温、良、恭、俭、让以得之。夫子之求之也，其诸异乎人之求之与！”

——《论语.学而》。提到温、良、恭、俭、让，就会让我想到另一位大儒——吴

恩华老师。感谢儒雅、和蔼的吴恩华老师给予我的帮助和鼓励。 

瞻彼淇奥，绿竹如箦，有斐君子，如金如锡，如圭如璧。感谢我的研究生期

间的导师——飒爽英姿、风流倜傥、才华横溢、满腹经纶的秦伟平老师。他在我

研究生期间教会了我很多，从专业知识和技能，到创新思维、工作学习方法、做

汇报的策略和技巧。他让我懂得了什么是侠之大者，为国为民；让我了解了海纳

百川，有容乃大；让我见识了什么是知微见著、臻于至善。 

此外，也要感谢侯飞老师、刘学慧老师、赵辉老师在科研上对我的点拨！感

谢实验室的张丽老师、费腾老师、孙守云老师、张鑫老师，以及研究生部的李晓
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云老师、杜慧文老师、张欢老师对我的支持和帮助！感谢在物理仿真方向求索的

同道们，任立新、何浩、郭煜中、卢子璇、缪冉、罗旭坤、叶子萌、常悦、夏提、

康杨宇轩，大家在科研上相互帮助、不断地砥砺前行，结下了如战友般的情谊！

感谢图形和视觉组的同学们，李雷、王少东、张哲、储翊尧、马俊辉、邱枫、谭

雪晗、赵冲、马帅、封士明、王驰誉、伊力夏提、刘浩、陈旭辉、申泽宇、王雨

浓、李赞、杜列邦，感谢他们对我的无私帮助！也要感谢我的室友——王盛春，

感谢他这几年来在生活方面对我的包容与帮助。 

感谢我的研究方向——物理仿真，这是一门可以创造“世界”的科学技术，

尽管它学习起来并不容易，但这个方向中有星辰，有大海，还有我的梦想。 

“起初神创造天地，地是空虚混沌。深的灵运行在水面上，神说要有光，就

有了光……”——《圣经·创世纪·旧约》。 

最后，再次感谢助我圆梦的老师、同学，恩情难忘！ 

 

（二）生命。 

我出生于一个幸福的大家庭。可能是由于早产，我出生时浑身冰凉，那时的

医疗条件有限，我姥姥只能把我贴身包裹在她的衣服里，用她的体温点燃了我的

生命。年幼时我体弱多病，几次徘徊于鬼门关外，如果没有我的父母、二姨、三

姨、四姨、老姨对我细致入微的照顾，也许我不会活过成年。我明白，是温暖、

厚重的亲情，给了我生命。 

我的父亲是个善良、记恩不记仇、刀子嘴豆腐心的人。他的话很多，却唯独

不会说想念我的话。但我知道，我是他心里最牵挂、最骄傲的那一部分。我的母

亲是个善良、要强、乐观、细心的人。她在我的身上投入了她几乎全部的精力，

为了照顾体弱多病、性格孤僻的我，她辞去工作，开了幼儿园，还落下了一身的

病。然而，她从未给过我心理上的压力，是这份深沉的感情与信任，让我这个内

心敏感的孩子能够开心、幸福的成长。 

虽然我是独生子，但我有三个比亲妹妹还亲的表妹。她们成熟、细心，总是

在牵挂着我，当我在她们面前时，我更像是大她们十几岁的巨型弟弟； 

我的爷爷、大爷、大娘、二姑和各位哥哥姐姐，也是我心灵上的另一片港湾，

他们也像我父亲一样，不喜欢直接表达感情，但深沉的挂念总是让我安心。 

还有我的姨夫们，待我也如亲外甥一般，总是为我排忧，为我解难。 

我姥爷是一个倔强而有才华的老头。他手很巧，会做家具、衣服、二胡，甚

至缝纫机和自动化的崩爆米花机。在那个青黄不接、有上顿没下顿的年代，他愿

意花很多钱，为我的几个姨买昂贵的小提琴、手风琴、脚踏风琴。东北的国企改

革后他下岗了，从此生活变得更加困顿。年事已高，依然要支撑起一个小小的自

行车修理亭。他的手上沾满了油渍，但我知道，这双脏兮兮的手会画漂亮的油画

和水彩画，弹得一手好二胡和笛子；他的嗓音有时候累得沙哑，但我知道，他的



致  谢 

113 

嗓子比童祥苓还要高，还要亮。在我姥爷的世界里，无论多困苦，他的诗和大海

从未远去，直到前年，他与世长辞。我时常想起他给我扎的风筝、给我焊的爬犁、

还有给我做的世上最好吃的鱼，时常想起他教我画画、指点我弹琴的童年时光，

就像一切从未远去。  

我的爷爷是个热爱读书的人，即使他的眼睛昏花，记性变得很差，甚至上午

的事儿下午就会忘掉，但他依然带着眼镜，一本接一本的阅读着艰深厚重的历史

书。尽管我与爷爷在一起的时间很少，但我知道他很挂念我。那一年冬天他离开

尘世的那一刻，无论如何都不肯闭上眼睛，直到看到我从外面慌张的赶回来，跑

进屋子…… 

大恩不言谢，他们给我生命，伴我成长。这一份份恩情的厚重我无以为报。

我唯有背负着他们的挂念，努力前行。 

记得我在学校的某一天，我无意间翻开了我母亲的博客，上面有一首她写的

诗： 

 

今天是你返校的日子，这几日纠结就没离开我。 

欣慰你在学习的路上，能继续求索。 

但从此注定聚少离多。 

心中有诸多不舍，牵挂从没有断过。 

不敢去车站送你，因为怕自己泪雨滂沱。 

自认为很坚强，眼泪总远离我。 

今天才知道，原来我也很软弱。 

心里有很多话想和你说： 

身在异地要爱护自我； 

三餐一顿不能错过； 

按时休息就不会黑眼窝； 

不熬夜头发就不会掉得那么多； 

每天记得垫鞋垫，还有经常吃水果； 

早起一定要喝杯水；要注意冷暖；别为美把棉服早脱； 

你一定会笑老妈如此啰嗦； 

会说：我长大了，我会生活。 

在我眼里你永远是孩子，你是我永远的牵挂休想逃脱。 

还有话对你说：上大学、读硕、读博，我只在梦里才有过。 

希望你珍惜好好把握。 

我知道，你不会辜负我，你会为自己一生负责。 

希望你能不断的振奋自我； 

希望在未来的路上不畏坎坷； 
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希望将来你有美好、幸福的生活。 

 

感谢妈妈，我独自一人身在外地的这些年，我有照顾好自己。我想，我也实现了

您曾经的梦想…… 

 

（三）成长。 

小的时候我不仅学习差，性格也很自卑、孤僻，很幸运的我遇到了王哲老师、

王敏老师、田禾老师、程佳老师，她们对我的认可，让我拾起了我的信心，让我

更坚定、更自信地走在我的人生路上！ 

相知无远近，万里尚为邻；数人世相逢，百年欢笑，能得几回又。感谢陪伴

我成长、与我分享喜怒哀乐的同学、朋友和曾经的同事；感谢曾帮助我、关心我、

指点我的前辈和长辈们。 

 

（四）陪伴。 

本科毕业时，我参加一个乐队时遇到一位个子很高很帅的女学霸贝斯手。因

缘巧合，我们俩开始了长久的异地恋：她在冰城我在喜都，当她奔赴喜都后我又

飞去了胶澳，随后我俩又各自奔向了燕京与鹏城。直到 2017 年的那个国庆节，

我们组成了分布式的家庭，从此她是主机，我是从机。深厚的感情和绝对的信任

是我俩之间的通信总线与通信协议。间隔 2372 公里我们也从未退烧，因为我们

的灵魂已经发生了量子纠缠，她自旋向上我自旋向下，我俩很可能是人类史上最

早实用化的量子传输系统。 

感谢她在玛雅历第五太阳纪末日的前一年，选择了与我共渡漫漫人生路；感

谢她在我身无长物之时，就看透了我无任何修饰、吸收峰为 520nm 的灵魂；感谢

她在我处于低能态时，向我打出了一个个短波长光子；感谢她像希格斯场一样，

赋予我生活的意义；感谢她在这九百三十亿光年可观测宇宙中拉尼亚凯亚——本

超星系团——银河系——猎户座旋壁的一个不起眼的时空上，谱写了只有我才能

听懂得的歌曲……听我说，谢谢你，如果没有你，我就是一个没有主机的从机。 

如若问起，我的妻子为何如欧拉方程般完美？那是由于她生长在一个温暖、

真诚、正直、朴实的家庭里。在这里，我感谢我的岳父岳母，感谢您们对我的信

任和认可；感谢您们对我的包容和理解；感谢您们把我视为亲儿子般的关心照顾。 

 

（五）尾声。 

我的博士求学之路上，陪伴我的还有的代码、数值算法、流体仿真技术和 SPH

法。这几年的修习，不仅让我了解了很多的专业知识，也让我懂得了，上善若水： 

 

⚫ 处众人之所恶，故几于道。居善地，心善渊，与善仁，言善信，正善治，
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事善能，动善时。            ——老子 

⚫ Be formless, shapeless, like water.        ——李小龙 

⚫ {
𝜌
𝐷𝐮

𝐷𝑡
= −∇𝑝 + 𝜇∇ ∙ ∇𝐮 + 𝐟

∇ ∙ 𝐮 = 𝟎
          ——纳维斯托克斯 

 

感谢曾滋润我的点点滴滴，愿我也能如水一般，河润泽及，利万物而不争。 

 

最后，再次向为我毕业论文评审付出努力的老师与专家表示由衷的感谢！ 

  

                                                   2022 年 10 月 
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